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Resumo

Adentrando-se na Matematica e especificamente na Histdria da Matematica focada no Brasil,
com seus personagens e obras que possuiram notavel importancia para o desenvolvimento
desta ciéncia, este artigo tem como escopo apresentar um estudo histérico-matematico acerca
da tese de doutoramento do engenheiro-matematico Theodoro Augusto Ramos (1895-1935).
Intitulada Sobre as funcgdes de variaveis reaes e datada do ano de 1918, foi defendida para
obtencdo do grau de doutor em Ciéncias Fisicas e Matemaéticas pela Escola Politécnica do
Rio de Janeiro. O olhar dado ao tratamento do tema remeteu-se a Historia da Matematica nos

ambitos da Educacdo Matematica.
Palavras-chave: Matematica, Historia, Theodoro Augusto Ramos, Func¢Bes de Varidveis

Reais.

[AHISTORICAL-MATHEMATICAL STUDY ABOUT THE DOCTOR'S THESIS
OF THEODORO AUGUSTO RAMOS (1895-1935)]

Abstract
Entering in the Mathematics and specifically focused on History of Mathematics in Brazil,
with their characters and publications that possessed remarkable importance for the

development of this science, this article has the objective to present a study about the
historical and mathematical PhD thesis of engineer-mathematician Theodoro Augusto Ramos
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(1895-1935). Entitled Sobre as funcgdes de variaveis reaes and dated from 1918, it was
defended for the degree of Doctor in Physical and Mathematical Sciences from the
Polytechnic School of Rio de Janeiro. The look given to the treatment of the subject referred
to the History of Mathematics in the fields of Mathematics Education.

Keywords: Mathematics, History, Theodoro Augusto Ramos, Functions of Real Variables.

Introducao:
“[...] Por definicéo, o homem de ideias se deixa ler por suas publicacdes,
nao por seu cotidiano ”. (Frangois Dosse, 2009)

Neste artigo apresenta-se um estudo histdrico-mateméatico comentado da tese de
doutoramento do engenheiro-matematico Theodoro Augusto Ramos! (1895-1935), intitulada
Sobre as fungdes de variaveis reaes e defendida na Escola Politécnica do Rio de Janeiro em
19182, no que concerne ao seu tema central, demonstragGes principais e contribuigGes, dentre
outros. A escolha desse objeto de estudo se deu devido, principalmente, a originalidade da
tese em questdo, uma pratica ndo comum para a época, e, sobretudo pela minuciosa pesquisa
matematica realizada por este entdo engenheiro-matematico acerca de questdes e problemas
atuais de matematica para a ocasido no Brasil e no mundo.

Theodoro Augusto Ramos® graduou-se em Engenharia Civil no ano de 1916 pela
Escola Politécnica do Rio de Janeiro, embora seu interesse tenha sido pelas ciéncias
matematicas, até entéo, estudadas somente nas Escolas de Engenharia. Segundo as normas
da instituicdo, os que assim concluissem sua graduacdo poderiam submeter-se a defesa de
tese e, se aprovados, teriam o grau de doutor nas mesmas ciéncias. Salienta-se que 0s Cursos
de Engenharia Civil, de Minas, Industrial e Mecénica conferiam grau em Bacharel em
Ciéncias Fisicas e Matematicas (como obtido por Theodoro), ao passo que o curso de
Engenharia Agrondmica, oferecia grau de Bacharel em Ciéncias Fisicas e Naturais®.
Estiveram presentes em sua banca os professores catedraticos Licinio Athanasio Cardoso® e

! para uma leitura detalhada acerca da biografia de Theodoro Augusto Ramos, consultar o artigo da autora: Theodoro
Augusto Ramos (1895-1935): uma biografia (Revista Brasileira de Histéria da Matematica - RBHM, Vol. 14, no.
29, 2015).

2 Na pesquisa utiliza-se a publicacdo feita pela Secdo de Obras do Estado de S3o Paulo e também datada do ano de
1918. O exemplar consultado encontra-se nos arquivos da biblioteca da Escola Politécnica da USP.

3Dados referentes a Theodoro Augusto Ramos também podem ser encontrados nas referéncias do autor: SILVA,
Clovis Pereira da, Inicio e Consolidagao da Pesquisa Matematica no Brasil. Brasilia: Senado Federal, Conselho
Editorial, 2008. (v.98), A Matematica no Brasil. Histéria de seu Desenvolvimento. Sdo Paulo: Editora Edgard
Bliicher Ltda. 3. ed., 2003 e Theodoro A. Ramos: Sua Correspondéncia para Lélio Gama. Revista da SBHC, n. 17,
p. 11-20, 1997.

4 MILLER, Célia Peitl. O Doutorado em Matematica no Brasil: Um Estudo Historico Documentado (1842 a 1937).
Dissertacéo de Mestrado. Area de Concentragdo em Ensino e Aprendizagem da Matemética e seus Fundamentos
Filoséfico-Cientificos. Rio Claro, SP, 2003.

5 Licinio Athanasio Cardoso (1852-1926): Concluiu os estudos da Escola Militar em 1874, e o curso de Engenharia
Militar em 1879, sendo nomeado no ano seguinte professor do curso preparatério. Promovido a capitdo, em 1885,
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Francisco Bhering®, assim como os professores substitutos no exercicio de catedraticos:
Augusto de Brito Belford Roxo” e Mauricio Joppert da Silva&.

Corroborando com as palavras de Freire (1936), o mais profundo e notavel trabalho
de Theodoro Ramos foi, sem dhvida, a sua These de doutorado: “Sobre as funcgdes de
variaveis reaes”. E incontestavel. Sobretudo se se leva em conta o facto desse trabalho ter
sido por ele produzido aos 23 anos de idade.

O tema entdo estudado por Theodoro provocou, na época da defesa, certo
estranhamento, visto ndo ser ainda comum para a comunidade matematica brasileira da época
a realizacdo de tais discussdes, principalmente em um curso que nao era de Matematica, pois
até entdo estes ndo existiam no pais. Segundo Gama:

“[...] Teodoro Ramos, ao fim do curso, apresenta sua tese de doutorado,
Sobre Fungdes Reais de Varidvel Real. Este acontecimento criou, na
Escola, uma atmosfera densa, opaca, cheia de apreensGes, de parte a
parte. Um jovem estudante desafiava os canones oficiais, com uma tese
estranha, um trabalho excético [...] ”. (GAMA, 1965, p.27)

Aspectos matematicos principais da tese Sobre as funcdes de variaveis reaes:

Intitulada Sobre as funcgBes de variaveis reaes e datada do ano de 1918 a referida tese
encontra-se estruturada em sete partes sendo: prefacio; introdugdo (dividida em os conjuntos
lineares, os conjuntos a duas dimensdes, a medida dos conjuntos, a no¢cdo moderna de funcéo,
a convergéncia das sucesses de funcGes, a convergéncia uniforme); as funcbes de uma
variavel real (onde o autor trata as fun¢des continuas e as funcGes de classe 1, dividindo em:
as fungdes continuas, as fun¢des continuas derivaveis, as fungdes indefinidamente derivaveis,
as funcgdes de classe 1); a teoria das fungdes somaveis (as sucessdes de Baire, a integracéo
das funcfes somaveis, a representacao efetiva das funcbes somaveis, nota sobre uma férmula
de interpolacdo, nota sobre a aproximacao das fungdes duas vezes derivaveis); as funcdes de
duas variaveis reais (tratando da representacdo efetiva das funcbes somaveis de duas
varidveis reais); proposicdes (segue aqui uma explanacao dos contetidos das “cadeiras” vistas
durante a graduacéo e que foram utilizadas na elaboracéo da tese. S&o elas: 1° ano: 12, 22 e 32
cadeiras; 2° ano: 18, 22 e 32 cadeiras; 3° ano: 18, 228 32 e 42 cadeiras; 4° ano: 1?8 28, 3% e 42
cadeiras; 5° ano: 12, 28 32 e 42 cadeiras), e encerrando com a Ultima parte intitulada notas e
correcdes.

O objetivo central do trabalho de Theodoro foi estudar a teoria das funcdes de
variaveis reais sobre a nocdo de polinémio, utilizando a representacdo efetiva das fungdes

no ano seguinte foi nomeado professor de matemética da Escola Politécnica do Rio de Janeiro. Foi professor de
Mecanica Racional.

® Francisco Bhering (1867 - 1924): Foi professor de Astronomia na Escola Politécnica do Rio de Janeiro.

” Augusto de Brito Belford Roxo (1878 -?): Foi diplomado em Engenharia Civil em 1900 pela Escola Politécnica
do Rio de Janeiro e, posteriormente, professor de Estabilidade da mesma.

8 Mauricio Joppert da Silva (1890- 1985): Foi professor de Portos e livre docente de Calculo Diferencial e Integral
da Escola Politécnica do Rio de Janeiro.
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somaveis de uma variavel. Este resultado foi obtido por Lebesgue como consequéncia de um
critério geral aplicado as integrais singulares das fungdes somaveis de uma variavel real e,
difere da demonstracdo dada por Theodoro por ser mais direta, bem como, a representacéo
das fungdes somaveis de duas variaveis, um resultado obtido antes por Leonida Tonelli, que
examinou os polindmios de Landau de duas varidveis. Consistiu assim, como escopo
principal do trabalho de Theodoro examinar a representacdo das fungGes somaveis de duas
variaveis por meio da integral dupla de Weierstrass.

Os resultados utilizados por Theodoro Augusto Ramos e que foram obtidos por
Borel, Baire, Lebesgue, Tonelli e Weierstrass, datam do final do século XIX e inicio do
século XX. O trabalho destes autores teve notavel importancia para o desenvolvimento das
investigacGes matematicas empreendidas pelo personagem em estudo, e corroboraram a
contemporaneidade de sua pesquisa. No prefécio escrito por Theodoro, 1é-se:

“A theoria das funcges de variaveis reaes que até o Ultimo decennio do
seculo passado jazia em relativo esquecimento, desenvolveu-se de modo
extraordinario apds os trabalhos de E. Borel sobre a medida dos
conjunctos e as teses de R. Baire e H. Lebesgue sobre as funccbes
discontinuas e a integracdo. Recentes estudos visam principalmente a
simplificacdo da exposicéo geral da theoria. Constitui um dos objectivos
deste modesto trabalho mostrar como se é naturalmente levado a basear a
theoria das funcgbes de variaveis reaes sobre a simples nocdo de
polynomio”. (RAMOQOS, 1918, p.3)

Ao adentrar no trabalho produzido por Theodoro, nota-se que esse observou que em
sua época os estudos estavam visando “principalmente a simplificacdo da teoria” (RAMOS,
1918, p. 3). Apo6s uma explanagéo dos seus objetivos, o autor pontua também que:

As funcgbes limites que se obtem pela consideracdo exclusiva da
equiconvergencia ou da convergencia de successdes de polynomios,
possuem propriedade bem caracteristicas: sdo respectivamente as
funcces de classe zero (funcgbes continuas) e as funcgdes de classe 1. As
funccbes de outras classes ndo poderdo, portanto, ser representadas por
successdes de polynomios em todo o dominio em que sdo definidas. Faz-se
mister, pois, excluir deste dominio certas por¢des onde se manifestam as
singularidades que impedem a convergéncia das successdes de
polynomios. Entretanto, para que se possa tirar desta generalizagéo
consequencias uteis, necessario é que as porcles excluidas tenham uma
medida arbitrariamente pequena. Chega-se assim & nocdo de
convergencia simples de polynomios. Alids, mediante um estudo prévio das
successdes de funccbes de Baire verifica-se effectivamente a possibilidade
de edificar a theoria sobre esta no¢ao. Convém observar que na definigéo
de convergencia simples a Unica nog&o nova que intervem é a de conjuncto
de medida nulla, nocao esta que pode ser adquirida independentemente da
theoria geral da medida. [...] Seguimos, entretanto, marcha differente.
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Consideramos as func¢es como limites de successdes de polynomios
simplesmente convergentes, e baseando-nos nesta nocdo definimos a
integral de uma funcgéo limitada. Esta defini¢do é, pois diversa da de E.
Borel e também da de F. Riesz. Afastamo-nos ainda deste ultimo auctor
fazendo intervir no desenvolvimento da theoria consideraces attinentes &
theoria geral da medida. Assim procedemos pelos motivos que seguem.
Primeiramente ndo achamos muito justa a critica de Riesz, pois adoptando
os methodos de Borel extremamente simples se torna o estudo da theoria
geral da medida. Em segundo lugar, acceitando o auxilio desta ultima
theoria, conseguimos dar maior unidade a nossa exposicéo fazendo com
que os resultados obtidos sejam consequencias logicas de uma unica
proposi¢do que denominamos theorema fundamental. Esta proposicao foi
demonstrada por Egoroff no tomo 152 dos Comptes-Rendus (1912); a sua
demonstracdo differe, alias, em alguns pontos da que apresentamos. [...]
Em nosso trabalho estudamos primeiramente as func¢Ges de uma variavel
real; consideramos depois as funcgdes de duas variaveis reaes. Estudamos
também a representacao effectiva das funcgdes sommaveis de uma e de
duas variaveis pela integral de Weierstrass. No caso em que a funcgéo é
de uma variavel este resultado ja foi obtido por Lebesgue como
consequencia de um criterio geral applicavel as integraes singulares das
funcgdes sommaveis de uma variavel. Esta memdria de H. Lebesgue foi
publicada no tomo I, 3.2 série dos Annales de la Faculté dés Sciences de
Toulouse. Conservamos, entretanto a nossa demonstracdo que differe da
de Lebesgue, pois é directa. Quanto a representacdo effectiva das funccGes
sommaveis de 2 variaveis, L. Tonnelli fez um estudo relativo aos
polynomios de Landau de 2 variaveis (vide a referencia que a este respeito
faz M. Fréchet na pag. 226 do t.2, vol. 1, 2° fasciculo da “Encyclopédie
dés Sciences Mathématiques”, edi¢do francesa). Propomo-nos a estudar a
representacdo das funcgdes sommaveis de 2 variaveis pela integral dupla
de Weierstrass ”. (RAMOS, 1918, p.3-6)

Desta forma, no estudo da tese em questéo destacam-se implicagdes importantes.

Iniciando o texto, o prefacio da tese dedica-se a uma exposi¢do geral do que sera
tratado pelo autor, e a introdugdo apresenta algumas defini¢des que serdo utilizadas no
desenvolvimento da investigagdo. Dentre estas defini¢des destaca-se a de conjunto de medida
nula como sendo aquele cujos pontos podem ser encerrados em um namero finito ou uma
infinidade numeravel de conjuntos elementares de medida total inferior a ¢, ¢ sendo
arbitrariamente pequeno. O conjunto formado pela reunido de um nimero finito ou de uma
infinidade numerével de conjuntos de medida nula também tem uma medida nula.

Observa que um conjunto numerével tem, evidentemente, uma medida nula e vé-se
que o conjunto de medida nula pode ser denso em qualquer intervalo, pois é de tal natureza
0 conjunto dos nimeros racionais.

Este conceito permite uma generalizacdo devida a E. Borel e que foi utilizada no
trabalho: Pode-se fazer uma extensdo da defini¢do de medida a certos conjuntos cuja medida
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ndo tenha sido definida. Assim, se um conjunto (E) contém todos os pontos de um conjunto
mensuravel (E1), diremos que a medida de (E) é superior ou igual a de (E1), ainda que nao
tenhamos indicagBes sobre a natureza de (E). Inversamente, se o conjunto mensuravel (Ey)
contém todos os pontos do conjunto (E), diremos que a medida de (E) é inferior ou igual a
de (Ei1). A adocdo destas definicBes generalizadas equivale a substituir um célculo de
igualdades por um calculo de desigualdades. Esta generalizagao foi o ponto de partida de H.
Lebesgue para a sua definicdo de medida dos conjuntos.

Outra definicdo apresentada por Theodoro e que foi utilizada no desenvolvimento
de seu resultado principal é o de convergéncia uniforme. Theodoro a define:

“Supondo que no intervalo (a, b)° em que as funcdes f,(x) sdo definidas, a
funcdo r(x) seja limitada, a convergéncia de [fn(x)] para a funcéo limite
f(x) é dita uniforme). ” (RAMOS, 1918, p. 19)

A funcdo r(x) é dada como segue:

“Pelo critério de Cauchy sobre limites, conclui-se que sendo dados um
valor x; do intervalo (a, b), e um nimero positivo & a esses nimeros
corresponde um valor r tal que se tenha:
If (1) = fulxa)|<e paran>r.
Dado &, este nimero r no caso geral depende do valor de x considerado;
seja r(x) o menor dos valores de r que satisfazem a condi¢do precedente
quando x e & sdo dados. A fungdo r(x) é finita em todo o intervalo (a, b)
mas pode nao ser limitada para cada valor fixo de &.
VE-se, assim, que se uma sucessao [f,(x)] é uniformemente convergente no
intervalo (a, b), a todo nimero positivo &, por menor que seja, corresponde
um namero r tal que se tenha em todo o intervalo (a, b):
If (x) = fn(x)|<e para n>r.
Podem-se reunir as condicdes necessérias e suficientes para que [fn(X)]
tenha um limite e tenda uniformemente para este limite, dizendo: [fa(x)]
tem um limite para n infinito e tende uniformemente para o seu limite no
intervalo (a, b), quando a cada nlmero positivo ¢ pode-se fazer
corresponder um inteiro r tal que se tenha:
lfn(x) — f(x)|<e para n>r e m>r,
qualquer que seja o ponto x do intervalo (a, b). ” (RAMOS, 1918, p. 18)

Na primeira parte da tese, intitulada As funcgdes de uma variavel real, observam-se
algumas defini¢cbes importantes. A saber, a definicdo de continuidade de uma funcdo em
determinado intervalo dada por Theodoro:

Diremos que f(x) é continua no intervalo (a, b) quando existe uma sucessao
de polindmios [Pn(x)] convergindo uniformemente para f(x) em todos os

°(,): Notagdo para intervalo fechado. Utilizada em todos os casos que for descrita como advindas de Theodoro.
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pontos deste intervalo. Nestas condic¢des, sendo dado o nimero positivo &,
por menor que seja, pode-se achar um nUmero r tal que se tenha
|f(x) — B,(x)|<e , paratodos os valores de n superiores a r, e para todos
os pontos de (a, b). Diremos que f(x) é continua num ponto x, no sentido
restrito e no qual f(x) é continua. (RAMOS, 1918, p.21)

Define-se continuidade a direita e a esquerda: f(x) sendo continua no intervalo
(a, b), tem-se na sua extremidade a, |f(a) — B,(a) | < &, para n >r mas ndo se pode dizer
que f(x) é continua no ponto a, por ndo ser este ponto interior no sentido restrito a nenhum
intervalo em que f(x) é continua; diremos entdo que f(x) no ponto a é continua a direita. Do
mesmo modo f(x) é continua & esquerda, no ponto b.

Theodoro utiliza-se desta definicdo e de duas propriedades que seguem, para
apresentar a definicdo de Cauchy de funcdo continua. Destaca-se que a definicdo de
continuidade de Cauchy é a propriedade Il de Theodoro apresentada abaixo.

“Propriedade I: Se f(x) é continua em (a, b), dado um nimero positivo ¢,
por menor que seja, pode-se achar um ndmero positivo §, tal que dividindo
(a, b) em intervalos de comprimento ndo superior a &, se tenha,
[f(x) — fxo) | <€, x1 € x, designando dois pontos quaisquer de um
desses pequenos intervalos.

Propriedade 1l: Fazendo x; —xy =h, vem |f(xg+h) — f(x) | <€
para |h| < a, e podemos enunciar: Se f(x) € continua no intervalo (a, b),
e se 0 ponto x, é interior a (a, b) no sentido restrito, a cada valor da
quantidade positiva €, por menor que seja, corresponde um numero
positivo a tal que se tenha |f(x, + h) — f(x,) | < € para |h| < a. Nas
extremidades a e b, tem-se respectivamente [f(a + h) — f(a) | < € e
[f(b—h)—f(b)| <e para |h| <a, h tomando somente valores
positivos ”. (RAMOS, 1918, p.22)

Ap0s enunciar as duas propriedades, Theodoro faz a seguinte observacao:

“Cauchy definiu a continuidade de uma fungdo por esta segunda
propriedade: portanto se uma fungdo é continua pela definigdo que demos
¢ também continua no sentido de Cauchy. Como vimos a segunda
propriedade é apenas uma consequéncia da primeira, inversamente
Cantor e Heine demonstraram que as fungdes continuas no sentido de
Cauchy possuem a primeira propriedade que recebeu a denominacéo de
propriedade da continuidade uniforme. A proposi¢édo de Cantor e Heine
pode ser facilmente demonstrada com o auxilio do teorema de Borel —
Lebesgue. (RAMOQOS, 1918, p. 23)

Do teorema que segue, pode-se concluir que a fungdo limite de uma sucessao ou de
uma série uniformemente convergente de fungdes continuas, também é continua.
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Teorema de Weierstrass: Seja f(x) uma funcdo continua no sentido de Cauchy,
definida no intervalo (a, b). Dado 0 nimero positivo & por menor que seja, pode-se achar um
polindmio P(x) tal que se tenha em todo o intervalo (a, b), |f(x) — P(x)| < €. Segundo o
autor:

“A convergencia uniforme de uma successdo de func¢des continuas é
evidentemente uma condicdo sufficiente para que a funcgdo limite seja
continua; ndo é, porém, uma condig&o necessaria, isto é, ha successdes de
funccbes continuas que ndo sendo uniformemente convergentes tendem,
entretanto, para funccBes continuas. Arzela demonstrou que a condicéo
necessaria e sufficiente para que a funccédo limite de uma successao de
funccbes continuas seja continua é que a convergencia desta successao
seja quasi-uniforme”. (RAMOS, 1918, p.28)

A definicdo de convergéncia quase uniforme para Theodoro:

Defini¢do (Convergéncia quase uniforme): Uma sucessao converge quase
uniformemente em (a, b), quando:1°- a sucessé@o converge em (a, b);2°-
sendo dados ¢ positivo arbitrariamente pequeno e um nimero N, por maior
que seja, pode-se achar um numero finito N> N tal que para cada valor
de x de (a, b) existe um nimero inteiro nycompreendido entre N e N’, para
oqual |f(x) — B, (x)| < e. (RAMOS, 1918, p.28)

Como ja apresentado acima, importante para entender o trabalho de Theodoro ¢ a
compreensdo acerca de sua definicdo do conceito de continuidade. O autor esclarece e
demonstra que, se uma funcéo é continua pela defini¢éo dada por ele, é também continua na
definicéo de Cauchy.

Na pagina 38 de sua tese, Theodoro faz a seguinte observacéo:

“Somos assim levados a estudar as funcgées discontinuas limites de
successdes convergentes de polynomios. Estas func¢des foram designadas
por R. Baire pelo nome de func¢Bes de classe 1, ficando reservada as
funccbes limites de successdes uniformemente convergentes de
polynomios, isto é as funccbes continuas, a denominagao de funcgdes de
classe zero”. (RAMOS, 1918, p. 38)

Definic¢ao: Diz-se que um conjuncto (E) ¢ denso em um intervalo (a,b) quando em
um intervalo qualquer arbitrariamente pequeno contido em (a, b) existem sempre pontos de

(E).

No tocante a fung@o pontualmente descontinua, Theodoro aponta:
“Diz-se que uma func¢do f(x) é pontualmente descontinua no intervalo

(a, b) quando o conjunto dos seus pontos de descontinuidade é nao-denso
em (a, b). Nestas condigdes em todo intervallo (a, f) interior (no sentido
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restricto) a (a, b) existem pontos onde f(x) ¢ continua, isto é o conjuncto
dos pontos de continuidade de f(x) é denso em (a, b)”. (RAMOS, 1918, p.
39)

Apos a observagdo acima, que serd mais bem explorada ao longo do texto, Theodoro
demonstra o seguinte teorema: “Seja [P, (x)] uma successdo de polynomios convergindo para
a fungdo limite f(x) no intervalo (a,b). Vamos mostrar que f(x) ¢ pontualmente
descontinua em (a, b)” (RAMOS, 1918, p. 39). Ou seja, que o conjunto de pontos de
descontinuidades ndo ¢ denso.

Uma notagdo: Para Theodoro conjunto perfeito é aquele que coincide com o seu
derivado®, ou seja, todos seus pontos sdo pontos de acumulagdo, pois ndo possui ponto
isolado.

Entdo: a condigdo necessaria e suficiente para que uma funcgéo seja de classe zero
ou de classe 1 é que f(x) seja pontualmente descontinua relativamente a todo conjunto
perfeito.

Assim, a condicdo necessaria e suficiente para que uma funcédo seja de classe zero
ou de classe 1 é que f(x) seja pontualmente descontinua relativamente a todo conjunto
perfeito.

As funcdes derivadas que em geral sdo de classe 1 possuem a seguinte propriedade
que erradamente era atribuida somente as func¢@es continuas: uma fun¢éo derivada ndo pode
passar de um valor A a outro B sem passar por todos os valores intermediarios.

S4o estes resultados de destaque que compde a primeira parte da tese de Theodoro.

Passando a segunda parte da tese, ao tratar da teoria das fun¢des somaveis, Theodoro
apoia-se nos conceitos e teorias discutidos por René Baire em sua tese de doutoramento em
Ciéncias Mateméticas apresentada a La Faculté des Sciences de Paris e, datada do ano de
1899. A titulo de curiosidade, a banca examinadora dessa tese foi constituida por MM.
Darboux (presidente), Appell e Picard (examinadores).

Na pagina 44 da tese de Theodoro lé-se:

“R. Baire propoz uma classifica¢do das funcgoes de variaveis reaes. As
funcgbes continuas pertencem & classe zero e as funcgbes discontinuas
limites de funccBes continuas a classe 1. De um modo geral, sdo
denominadas funcc¢des de classe n as funcgoes limites de funcgbes de classe
n — 1 que ndo pertencem a esta classe ou a classe menor”. (RAMOS,
p.44,1918)

Neste sentido, buscando os trabalhos de R. Baire, no capitulo Ill de sua tese,
intitulado Fonctions discontinues développables em séries multiples de fonctions continues,
no primeiro item relativo a definicdo destas funcdes, Baire (1899, p.68-69) escreve:

Oum conjunto (E) pode ter um ndmero finito ou uma infinidade de pontos de acumulagéo que constituem um outro
conjuncto (E°) denominado conjuncto derivado de (E).
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“62. Eu me proponho definir e estudar neste capitulo, certas classes de
funcdes descontinuas, que pode se dizer relacionar, em certo sentido, as
funcdes continuas. Tomarei como ponto de partida a nogédo de fungéo
limite de uma sequéncia de funcdes. Acabamos de ver, no capitulo anterior,
existem fungdes descontinuas de uma variavel real que podem ser obtidas
como limites de fungdes continuas, e determinou-se a condi¢io necessaria
e suficiente para que uma funcéo tenha esta propriedade. Eu concordo em
dizer que as funcbes continuas formam a classe 0, e as funcgdes
descontinuas limites de funcBes continuas formam a classe 1. De acordo
com isso, as fungdes da primeira classe sdo funcdes que séo descontinuas
representaveis por séries convergentes de fungdes continuas e,
consequentemente, como ja demonstrado, por séries convergentes de
polinémios.

63. Suponha agora que temos uma sequéncia de funcGes pertencentes as
classes 0 ou 1, e com uma fungéo limite de ndo pertencer a qualquer uma
destas duas classes. Diria que esta funcao limite é uma funcdo da segunda
classe, e 0 conjunto de todas as fun¢des que podem ser obtidos desta forma
irdo formar classe 2. E visto a partir deste que uma func&o de classe 2 pode
ser expandida em uma série, convergente para cada valor de X, e cujos
termos séo funcdes de classe 1, através da substituigdo de cada termo pelo
conjunto de polindmios que representa, é reconhecido que uma funcao de
classe 2 pode ser representada por uma série dupla cujos termos séo
polindmios.

64. Assim como nés definimos as func¢des da classe 1 e 2, podemos definir
as funcgdes das classes 3, 4, ... n, ... Uma fun¢éo é dita ser da classe n, se
ela é o limite de uma sequéncia de funcbes pertencentes as classes 0,1, 2,
.., N-1, e se ela propria ndo pertence a uma dessas classes. Tal fun¢éo, se
houver, serd representado por uma série de ordem n, cujos termos sdo
polinémios: Yo, Xq, - Xa, Payay..qa, (¥)"'* (BAIRE, 1889, p. 68-69)

1162, Je me propose de definir et d’étudier dans ce chapitre, certaines catégories de fonctions discontinues, dont on
peut dire qu’elles se rattachent, en un certain sens, aux fonctions continues. Je prendrai pour point de départ la notion
de fonction limite d’une suite de fonctions. Nous venons de voir, dans le chapitre précédent, qu’il y a des fonctions
discontinues d’une variable réelle qu’on peut obtenir comme limites de fonctions continues, et nous avons déterminé
la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction posséde cette propriété. Je conviendrai de dire que les
fonctions continues forment la classe 0, et que les fonctions discontinues limites de fonctions continues forment la
classe 1. D’aprés cela, les fonctions de la premiére classe sont les fonctions discontinues qui sont représentables par
des séries convergentes de fonctions continues, et par suite, comme nous I’avons montré, par des séries convergentes
de polyndmes. 63. Supposons maintenant qu’on ait une suite de fonctions appartenant aux classes 0 ou 1, et
possédant une fonction limite n’appartenant a aucune de ces deux classes. Je dirai que cette fonction limite est une
fonction de la second classe, et I’ensemble de toutes les fonctions qu’on peut obtenir de cette maniére formera la
classe 2. On voit d’aprés cela qu’une fonction de la classe 2 est développable en une série, convergente pour chaque
valeur de x, et dont tous les termes sont des fonctions de classe 1 ; en remplagant chacun de ces termes par la série
de polyndmes qui le représente, on reconnit qu’une fonction de classe 2 peut étre représentée par une série double
dont les termes sont des polyndémes. [...] 64. Dé méme que nous avons défini les fonctions des classes 1 et 2, nous
pourrons définir les fonctions de classes 3, 4, ... n, ... Une fonction sera dite de classe n, si elle est la limite d’une
suite de fonctions appartenant aux classes 0,1, 2, ..., n-1, et si elle n’appartient pas elle-méme a ’une de ces classes.
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O que coincide com a definicéo atual acerca da classificacdo de Baire.

Um resultado importante neste sentido é a demonstragdo do teorema fundamental
relativo as sucesses simplesmente convergentes de funcges de Baire. Para um melhor
entendimento, segue a defini¢éo:

“Diz-se que [f,, (x)] converge simplesmente para a funcgéo f(x) quando
fr(x) tende para f(x) em todos os pontos de (a, b) excepto talvez nos pontos
de um conjuncto de medida nulla. E evidente que a convergéncia no sentido
commum €é um caso particular da convergéncia simples*?”. (RAMOS,
1918, p. 45)

Teorema:
“Seja [fn(X)] uma sucessdo de funcdes de Baire convergindo

simplesmente para uma func¢éo limite f(x) no intervalo (a, b). Sendo dado
0 ndmero positivo o, por menor que seja, existe no intervalo (a, b) um

conjunto de medida maior que b — a — o no qual [fn (X)] converge
uniformemente”. (RAMOS, 1918, p.45)

Outros teoremas e resultados que seguem podem ser tomados como relevantes para
o desenvolvimento da tese de Theodoro.
O 2° Teorema Basico:

“Seja f (x) uma fungdo de Baire definida no intervalo (a, b) e tal que dado
0 nUmero positivo arbitrariamente pequeno o,, exista uma sucessdo de
funcBes tendendo uniformemente para f(x) em um conjunto de medida
superior a b —a — g;. Nestas condicdes é possivel achar uma sucessdo
de fungdes [f, (x)] que tende simplesmente para f(x) em (a,b)”.
(RAMOS, 1918, p.48)

Observa-se que este teorema intitulado por Theodoro como 2° Teorema Basico é
uma reciproca para o primeiro acima (ndo identificado como 1° Teorema Basico pelo autor,
mas simplesmente nomeado teorema).

O 3° Teorema Basico:

“Seja [f,(x)] uma sucessdo de fungdes de Baire convergindo
simplesmente para f (x) no intervalo (a, b). Se cada funcéo f;, (x) for limite

Une telle fonction, s’il en existe, pourra se représenter par une série d’ordre n, dont les termes seront des polynémes:
20.1 Zaz Zan Palaz...an ).

12 Consideremos uma sucesséo de funges de uma variavel real definidas no intervallo (a, b) e que representaremos
pelo simbolo [f;, (x)] tenda para todos os valores x de (a, b) para uma funcgéo f(x) quando n cresce indefinidamente;
tem-se entdo: ,lffﬁ f(x) = f(x), e a successédo é convergente no intervallo (a, b).
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de uma sucessao de polindmios simplesmente convergente f(x) também
serd limite de uma sucessdo simplesmente convergente de polindmios”.

(RAMOS, 1918, p.49)

Destes teoremas, vem:

A conclusdo imediata do 3° Teorema Basico: Toda funcdo pertencente a
classificacdo de Baire pode ser considerada como limite de uma sucessdo simplesmente
convergente de polindmios. E, se a sucessdo de fungdes somaveis [f;,(x)] tende
simplesmente no intervalo (a, b) para uma fungdo limite f(x), a funcdo f(x) também é
somavel.

A conclusdo: Todas as funcdes limitadas pertencentes a classificagdo de Baire sao
Somaveis.

Com auxilio dos trés teoremas acima, o autor ira adentrar a integracao das funcées
somaveis, além de abordar o estudo das func¢des limitadas pertencentes a classificacdo de
Baire desenvolvendo a teoria de integracdo de tais funcoes.

Define: “Seja f(x) uma funccéo, limitada e definida no intervallo (a, b). Se f(x) é
limite de uma successdo de polynomios [B, (x) ] simplesmente convergente, diz-se que f(x)
é uma funccéo somavel ” (RAMOS, 1918, p.51).

“A fungdo integral de uma func¢do somavel f(x) é o limite das integrais dos termos
de uma sucessao de polindmios [P, (x) ] que converge simplesmente para f(x)” (RAMOS,
1918, p.53).

Assim, passa ao teorema que constituiu seu préximo objetivo:

“Seja [f,(x)] uma sucessdo de fungdes somaveis limitadas em conjunto, e
tendendo simplesmente para a fungéo somavel f (x) no intervalo (a, b). A
integral de f,,(x) tende para a integral de f(x)”. (RAMOQOS, 1918, p. 56)

Theodoro utilizara deste resultado nos encaminhamentos do seu teorema principal
discutido a frente.

Segundo Theodoro é importante o teorema: “As integrais indefinidas de uma funcgéo
derivada limitada sdo as suas func¢des primitivas” (RAMOS, 1918, p.58).

Na pagina 60, o autor fala sobre a generalizacdo do conceito de integral e do adotado
por ele em sua tese:

“Comparando os resultados precedentes com os trabalhos de Borel e
Lebesgue relativos & generalizacdo de integral, vemos que suppondo as
funccbes limitadas, a definicdo que apresentamos possue as mesmas
propriedades que as defini¢oes d’aquelles autores. A equivaléncia entre
estas definicBes é alias, posta em evidencia por 2 theoremas dos quaes o
primeiro foi demonstrado por H. Lebesgue (vide Lecons sur les séries
trigonométriques, pg.14) e assim se enuncia: “Si na successdo de fun¢oes
sommaveis no sentido de Lebesgue converge simplesmente para a funcio
sommavel f(x), a successdo das integraes converge para a integral de
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f(x)”. Quanto ao segundo theorema que foi demonstrado por F. Riesz no
t. 148 dos Comptes-Rendus, o seu enunciado é o seguinte: “Si uma
successdo de funcgdes converge asymptoticamente para uma funcgdo
limite, desta successdo pode-se extrahir uma outra que converge
simplesmente para a mesma func¢do limite. A nocdo de integral
generalizada € capital no estudo das funcBes derivadas e na pesquiza das
funccbes primitivas. H. Lebesgue obteve os principais resultados sobre o
assumpto””. (RAMOS, 1918, p.60)

Esses resultados permitiram ao autor considerar as funcbes como limites de
sucessdes de polindmios simplesmente convergentes e, baseando nesta nocdo, definir a
integral de uma funcéo limitada. Para esta definicdo, utilizou das propriedades da integral de
Lebesgue e da integral de Borel, com o intuito de construir a parte preliminar da teoria da
integragdo das fungdes limitadas sem a intervengdo da teoria geral da medida.

A seguir Theodoro passou ao estudo da representacdo efetiva das fungGes somaveis.

O autor explica que se encontra no livro de E. Borel “Legons sur les fonctions de
variables réelles” uma demonstragdo do teorema de Weierstrass relativo as fungdes
continuas. Nos fala que como consequéncia desta demonstracéo, devida a Weierstrass nos
seus pontos essenciais, consegue-se representar uma fungdo continua qualquer pela
expressao:

1L—x)2

+00
1
= (%
w(x, k) kﬁ_f fwe
Continua dizendo que:

“Lendo o estudo que fez Lebesgue nas suas ‘“Lecons sur les séries
trigonométriques” sobre a representagdo de uma func¢do sommavel pelas
sommas de Féjer, tivemos a idéa de realizar identica generalizagdo para a
integral w(x, k), utilizando parte dos raciocinios alli adoptados,
generalizacdo esta que aqui apresentamos. Este resultado ja foi, entretanto
obtido por H. Lebesgue como consequencia de um criterio geral applicavel
&s integrais singulares das func¢fes sommaveis de uma variavel. A
memoria de H. Lebesgue sobre este assumpto foi publicada nos Annales de
la Faculté des Sciences de Toulouse, 3? série, toma |, que acabamos que
receber da Europa. Conservamos a nossa demonstracéo que differe da de
Lebesgue por ser directa. A demonstracdo de Lebesgue relativas as
sommas de Féjer que se encontra nas “Lecons sur les séries
trigonométriques” estd visivelmente errada. M. Fréchet no seu artigo de
Encyclopédie des Sciences Mathématiques (t. I1l, 1° vol., 2° fasciculo,
edi¢do francesa, 1912), diz que a demonstragdo primitiva de H. Lebesgue
publicada na revista alema Math. Ann. 61, (1905), que ndo conhecemos,
acha-se isenta de erros. Na sua memoria jé citada nos Annales de la F. des
S. de Toulouse, H. Lebesgue rectifica o seu engano e mostra que a referida
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proposi¢cdo pode ser obtida como consequencia do criterio geral relativo
as integraes singulares ”. (RAMOS, 1918, p. 64)

Percebe-se por esta citacdo de Theodoro o resultado central de sua tese. Mesmo com
a demonstracdo de Lebesgue, o mesmo explica o motivo de manter sua demonstracdo.

Assim, Theodoro considerard uma fungéo somavel f(x) definida no intervalo (a, b).
Explica que fora deste intervalo define-se f(x) do seguinte modo:

Em (—o,a), f(x) = f(a) e em (b,+x), f(x) = f(b). Esclarece ter assim
definido uma funcéo soméavel em (a, b) e limitada em (—co, 40).

O autor passa ao resultado:

Teorema: A expressao

U—Xx

k) = —— Tof(u)e_(T)z duk > 0
Rh| ,

tende para f(x) quando k tende para zero, em todos os pontos de (a, b), exceto talvez nos
pontos de um conjunto de medida nula.

O que resulta a possibilidade de conseguir representar uma fungdo continua qualquer
pela expressdo acima.

Para a demonstragdo deste teorema Theodoro utiliza de alguns resultados
importantes:

a. Lema: O conjunto dos pontos nos quais
t

@ (0) = ltizrzl%fl(b(t)ldt =0

0
tem como complementar em relacéo ao intervalo (a, b) um conjunto de medida nula.
b. Resultado 1: Theodoro comeca a estudar a expressdo
+o0

U—Xx

(k) = ﬁf fawe () du

e considera M o limite superior de |f(x)| em (—oo, +0). Para este estudo, separa y(x, k)
emtrés partes:  w(x, k) = — [ty L e
p R AT kT /=0 kvmw'x—h = gmwx+h’
Ou seja, fazendo u = x + kt, tem-se:
h

n o

k k

VITy(x, h) = f Flx + kt)e t dt + J Flx+ kt)e tdt + j flx + kt)e tdt
oo n h

k *x
Estudando as integrais separadamente e utilizando de algumas operaces e do lema
(a), obtém os resultados:
Considere a funcao abaixo:
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==

+

glx, k) = f Flx+ kt)e tdt
h
k
lgQe k) = F(O)] < e+ = If(x)l <et+= M *)
[ w(x, k) — g(x, k)| < 2Me (**)
Por (*) e (**), conclui-se que:
[w(x, k) — f(x)| < € + 4Me
Logo, o conjunto dos pontos em que @' (0) = 0 tem como complementar em relagéo
a (a, b) um conjunto de medida nula; concluimos assim que

Uu—x

w(x, k) = k\/_ f f(u)e_(T)zdu

tende para a funcdo somavel f(x), quando k tende para zero, em todos os pontos de
(a, b), exceto talvez nos pontos de um conjunto de medida nula.
c. Resultado 2:
Da conclusdo acima,
“Deduz-se a possibilidade de representar no intervallo (a, b) a funccéo
continua f(x) por uma successdo de polynomios uniformemente
convergente. Com effeito, em um intervalo finito qualquer (a, b), w(x,k) é
desenvolvivel em serie inteira segundo as poténcias crescentes de x (Vide
Borel “Legons sur les fonctions de variables réelles”, pg. 54),; tomando um
numero sufficiente de termos desta serie, consegue-se representar em
(a, b), w(x,k) e portanto f(x), com a approximag&o que se quizer por um
polynomio”. (RAMOS, 1918, p. 72 — 73)

Adentrando a terceira parte da tese onde sdo tratadas as notas 1 e 2 estudadas pelo
autor, tem-se:

Na nota 1 intitulada Nota sobre uma formula de interpolagéo, o autor faz algumas
consideragbes e dedica-se principalmente a demonstrar que se a fungdo continua

f(x) em (0, 1), satisfaz a condicéo de Lipschitz, este erro € um infinitésimo de ordem de \/%
pelo menos. N&o ha destaque de outros resultados.

Quanto a nota 2 intitulada Nota sobre a approximacao das funcgdes duas vezes
derivaveis, destaca-se o polinémio procurado:

De acordo com Theodoro, S. Bernstein (Note sur les séries normales, t. 11, Lecons
sur les principes de I’ Analyse de R. D’ Adhémar) partindo da féormula:
1

(Df ) =%J|x —a|f"(a)da + A+ Bx
0
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em que A e B so duas constantes, obteve para a representacdo de f (x) um desenvolvimento
em série normal, isto é, em série da forma:

flx) = i i Ay o xP (1 —x%)1

q=0p=0
E ele se propde a calcular efetivamente um polindmio que represente f(x) com uma
aproximacao dada a priori.

Theodoro efetua alguns célculos (cita M. Potron e seu texto “Sur une formule
générale d’interpolation” — Bulletin de la Societé Mathématique de France, 1906) e chega ao
polinémio procurado:

k=25m?
P(x) =A+Bx + Z Cx*.
k=0

Sabe-se que polindmios dessa forma merecem destaques nos estudos de Analise
Funcional.

Na quarta e Ultima parte da tese, o autor realizou algumas considera¢des sobre as
funcgBes de duas varidveis reais passando a representacédo efetiva das fungdes somaveis de
duas variaveis reais pela integral dupla de Weierstrass. Nosso personagem fez a seguinte
explanacéo:

“Vamos tratar directamente o caso geral das funcgoes pertencentes a uma
classe qualquer de Baire. Para as funcgdes continuas e funcgdes de classe
1 e 2 variaveis, grande parte dos resultados relativos ao caso de uma
variavel pode ser facilmente generalizada. A demonstracdo do theorema
de Weierstrass pelo methodo de Lebesgue, para o caso de 2 variaveis,
encontra-se, por exemplo, na pg. 63 do livro de Borel “Legons sur les
fonctions de variables réelles”. (RAMOS, 1918, p.84)

Consideremos uma sucessdo de funges da classificacdo de Baire [f;,(xq,x5)]
definidas no dominio mensuravel D. Diz-se que [f;,(x;, x5)] converge simplesmente para a
funcéo f (x4, x,) quando [f;,(xq,x;)] tende para f(x;,x,) em todos os pontos de D, exceto
talvez nos pontos de um conjunto de medida nula.

Destacam-se os resultados: O teorema fundamental, 2° e 3° teorema basico para o
caso de duas variaveis reais.

a. Teorema fundamental — Seja [f;, (x;,x,)] uma sucessdo de funcdes de
Baire convergindo simplesmente para uma funcao limite f(x;,x,) no dominio mensuravel
D. Dado o nimero positivo o, por menor que seja, pode-se achar no dominio D um outro
dominio cuja medida difere da de D de menos de a, e no qual [f,(x;,x;)] converge
uniformemente.

b. Teorema II: Seja f(x;,x,) uma funcdo de Baire definida no dominio
mensurdvel D e tal que dado o nimero positivo arbitrariamente pequeno o, exista uma
sucessdo de funcBes tendendo uniformemente para f(x;,x,) em um dominio de medida
superior a med D — o. Nestas condi¢cGes é possivel achar uma sucessdo de funcdes
[f (x1,x5) ] que tende simplesmente para f (x;, x,) no dominio D.
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c. Teorema lll: Seja [f, (x1,%2) ] uma sucessdo de fungdes convergindo
simplesmente para f (x4, x,) no dominio mensuravel D. Se cada funcéo f,, (x;, x,) for limite
de uma sucessao de polindmios simplesmente convergente, f(x, x,) também sera limite de
uma sucessdo simplesmente convergente de polindmios.

Theodoro passou ao tratamento das funces somaveis e define:

Definicdo (funcdo somavel de 2 varidveis): Seja f(x;, x,) uma funcdo limitada e
definida no dominio mensuravel D. Se f(x;,x;) é limite de uma sucessdo de polinbmios
[B,(x;, x5)] simplesmente convergente, diz-se que f (x4, x;) € uma fungdo somavel.

E apresentou o resultado:

Teorema: Se a sucessdo de fun¢des somaveis tende simplesmente para uma
fungéo limite f(xy,x,) no dominio mensuravel D, f(x;,x,) também é
somavel em D. (RAMOS, 1918, p.85)

Observa-se que este teorema é analogo ao ja mencionado. Aqui Teodoro usa a ideia
de medida, anteriormente ele ndo usa de maneira proposital. Ele faz para fungdes de duas
variaveis aquilo que havia feito para funcbes de uma varidvel, mas sé que usando a nocao de
medida.

Merece destaque o estudo realizado pelo autor relativo a representacéo das fungdes
somaveis de 2 variaveis pela integral dupla de Weierstrass:

Seja f (x4, x,) uma funcdo somavel definida no dominio mensuravel D. Fora de D
definiremos f(x,, x,) pondo f(x;, x;) = 0.

A integral de Weierstrass é a seguinte:

ul_xl)z (uz —X2

1 2
w(xy, X2, k) = m[ f(ul,uz)e_( k %) du,du,,

(=
em que k € positivo e o dominio de integracdo sendo todo o plano.

Sera considerada a fungéo:

Pt ty) = fOq +t,x +6) + fxg —ty, x5 +85) + O + 64, %5 — t3)

+ [ — b, % — t5) — 4f (%1, %3);

Para uma melhor compreensdo da demonstracao deste teorema dada por Theodoro,

destacam-se 0s seguintes resultados:
a. Resultado 1: Lema: A relagéo

t t
1
lt‘:’{}t—zf f|¢(t1,t2)| dt,dt, =0
00

é verificada em todos os pontos do dominio mensuravel D, excetuando talvez os pontos de
um conjunto de medida nula.
b. Resultado 2: Estudo da integral w(x;, x5, k).

Por uma escolha conveniente da origem, pode-se sempre supor o dominio
mensuravel D interior a certo quadrado, que por sua vez é interior ao quadrado A de vértices
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(0,0), (0,a), (a,0), (a, a). Nestas condigdes qualquer que seja o ponto D, a sua distancia a
um ponto qualquer do contorno de A é superior a um namero positivo fixo 6.

Consideremos um ponto M (x;, x,) qualquer do dominio D e dividamos o quadrado
A em 5 partes do seguinte modo: A; é o quadrado de centro M (x4, x,) e de lados paralelos
aos de A e de comprimento 2a < 26, quanto as partes A,; As; Ay; Ag; elas sdo obtidas
mediante a divisdo da parte de A que ndo pertence a A, por 2 paralelas aos eixos coordenados

-0-f-0-0-J-)

Temaos, entdo:
a - - 7 - -~ - 1
em que a Ultima integral é referida a regido P; do plano exterior ao quadrado A.
Consideremos a integral:

1 —X1\2_(Uz—X3)?
i ff(ul,uz)e( ) -(*z )dulduz.

O autor efetua alguns calculos e conclui que EHAZ tende para zero com k, e isto
qualquer que seja o ponto M (x;, x,) de D.

Operando com as integrais ffA3, ffM ffAs de modo analogo ao precedente, conclui-
se que qualquer que seja o ponto M (x4, x,) do dominio D, as integrais

f (i=2345,)
Y]

tendem para zero com k.
A integral —— ff é evidentemente nula, pois em Py, f(x;,x,) = 0. Alias, é facil

ver que se em P;, f(xl,xz) ndo fosse nula, mas tal que |f(x;,x,)| < M, EﬂPl tenderia

para zero com k.
Acrescenta que resta entdo estudar a integral:

1= x1) (uz—xz 2

) du,dus,,

9Cex2, k) = f flunupe

em que A, é o quadrado de centro M(xl,xz) e de lado 2a.
O autor concluiu que a integral acima converge para zero e assim demonstrou seu
teorema, ou seja, que a fungdo:

Ui—x1 2 Uz-x2 2
w(xy, X2, k) = éffp f(uy, uz)e_( ) ) duydu,,
tende para uma funcdo somavel f(x;,x,) em todos os pontos do dominio mensuravel D,
exceto talvez nos pontos de um conjunto de medida nula.

Continuando o autor conclui que w(x,, x,, k) tende uniformemente para a funcgéo
continua f (x,, x,) no dominio fechado D. Como no caso das funcfes de uma varidvel deduz-
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se desta Ultima conclusdo a possibilidade de representar f(x;,x,) no dominio D, por uma
sucessdo uniformemente convergente de polinémios.
Com esta conclusdo Theodoro finalizou sua tese.

Consideracoes:

Ao debrucarmos sobre este trabalho, além da importancia ja citada no inicio deste texto,
alguns aspectos sdo notdrios para a época em que ele foi elaborado. Nota-se que dentre os
varios autores por Theodoro mencionados ao longo do texto, alguns tiveram notavel
importancia. A saber: Emile Borel (1871 — 1956) com seu trabalho sobre medida dos
conjuntos; Henri Lebesgue (1875-1941) com seu estudo sobre integracdo; Karl Weierstrass
(1815-1897) no tocante a representacéo efetiva das funcdes somaveis de uma variavel pela
integral de Weierstrass; Leonida Tonelli (1855-1946) referente ao estudo relativo aos
polindmios de Landau de duas variaveis para a representacdo efetiva das fungGes somaveis
de duas variaveis; e René-Louis Baire (1874-1932) por meio do trabalho sobre funcgdes
descontinuas, pois as fungBes de Baire enlagam o teorema fundamental proposto por
Theodoro Augusto Ramos em sua tese.

Estas teorias propiciaram a Theodoro Augusto Ramos (1895 — 1935) estudar a
representacdo das fungdes somdaveis de duas varidveis pela integral dupla de Weierstrass.
Mostrou assim, que é natural basear a teoria das fun¢Ges de variaveis reais sobre a simples
nogdo de polindmio.

Embora esta tese ndo apresente uma lista de referéncias bibliograficas como
conhecemos hoje, Theodoro mencionou ao longo do texto, os autores e obras utilizados por
ele, sendo muitas vezes acrescentado o nimero da pagina e 0 ano da publicagdo. Neste
sentido, no tocante as obras aludidas pelo autor, tornou-se possivel construir a seguinte
listagem com base no nome dos autores, obra e por vezes, ano e paginas. Foi possivel
identificar diretamente referéncias de Baire: Legons sur les théories générales de 1’ Analyse
[t. 1. p4gina 11] e Legons sur les fonctions discontinues; Borel : Comptes-Rendus [ Journal
de Jordan, 1912], Lecons sur la théorie des fonctions [2a edi¢do, 1914, Note V1], Legons sur
les fonctions monogenes [1917], Lecons sur les fonctions de variables réelles [paginas 42,
54, 63, 74], Annales de I’Ecole Normale Supérieure [1895]; Gomes Teixeira: Curso de
Analyse [ t. 1, 4% edicdo]; Goursat: Cours d’Analyse [t. 1, 3* edi¢do, 1917 - paginas 454, 486];
J. Tannery: Introduction a la théorie des fonctions [t. 1, 2a edigdo], Lecons d’Algébre et
d’Analyse [t. 1. pagina 72]; Darboux: Annales de I’Ecole Normale Supérieure [1875]; H.
Lebesgue: [ apud Cours d’Analyse de Goursat, t.1, 3a edigdo, 1917], Lecons sur I’intégration
[ paginas 70, 71, 114], [apud E. Borel — Lecons sur les fonctions de variables réelles], Lecons
sur les séries trigonométriques [pagina 14], Lecons sur I’intégration et la recherche des
fonctions primitives [1904. péagina 124], Lecons sur les séries trigonométriques [1906.
péagina 13], Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse [3%™ série, t.1], [revista alema
Math. Ann. 61, 1905 apud M. Fréchet — Encyclopédie des Sciences Mathématiques, t. 3, v.
1, 2° fasciculo, edicdo franceza, 191], Annali di Matematica pura ed applicata [serie IlI,
tomo VII, 1902]; S. Pincherle [Lezioni di Calcolo, 1915]; Octacilio Novaes: Sobre o Calculo
differencial (formula de Peano); S. Bernstein: [apud D’ Adhémar — Legons sur les principes
de I’Analyse, t.2, 1913. (pagina 273)]; F. Riesz: Comptes-Rendus [ t. 148]; P. Montel: Lecons
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sur les séries de polynomes a une variable complexe [1910]; M. Potron: Sur une formule
générale d’interpolation [Bulletin de la Societé Mathématique de France, 1906]; G. Vitali:
Sui gruppi di punti e sulle funzione di variabili reali [Atti Accad. Torino, t. 43, 1907-1908] e
G. Fubini: Sugli integrali multipli [Rendiconti Ac. dei Lincei, serie 5, t. 16, 1907, Roma].

Verifica-se que a teoria das funcdes de variaveis reais estudada por Theodoro
desenvolveu-se apos os trabalhos ja citados de E. Borel, R. Baire e H. Lebesgue, pois o
mesmo utilizou-se destes autores sistematicamente ao longo do texto. Merece destaque duas
observacdes realizadas por Theodoro em que, primeiro: afirma que s6 podem ser
representadas por sucessdes de polindmios as funcBes de classe zero (funcdes continuas) e
as funcoes de classe 1.

“Alias, mediante um estudo previo das successoes de func¢des de Baire
verifica-se effectivamente a possibilidade de edificar a theoria sobre esta
nogdo. Convém observar que na definicao de convergéncia simples a Unica
nog&o nova que intervém é a de conjuncto de medida nulla, nogéo esta que
pode ser adquirida independentemente da theoria geral da medida”.
(RAMOS, 1918, p.4)

Segundo: Destaca-se que nosso personagem foi o primeiro a trabalhar a nocéo de
convergéncia simples utilizando conjunto de medida nula, independentemente, da teoria
geral da medida. Este fato pode ser averiguado em sua tese, sendo observado também no
excerto abaixo transcrito do prefacio da mesma:

“F. Riesz (vide Comptes-Rendus, 1912) adoptou como ponto de partida a
convergéncia simples de certas funcgbes discontinuas por elle
denominadas de funcgdes simples, e edificou a parte essencial da theoria
das funccdes de variaveis reaes independentemente da theoria geral da

medida, andlogo estudo poderiamos fazer com os polynomios”. (RAMOS,
1918, p.4)

Assim, em uma andlise da tese de doutoramento produzida por Theodoro, podem
ser destacados quatro pontos principais tomados pelo autor e que se refletem na compreenséo
do seu foco principal, que é também o principal teorema/resultado do trabalho realizado pelo
autor. A saber: a questdo abordada e referente a consideracéo das fungdes como limites de
sucessdes de polinémios; o estudo sobre teoria da medida; a construgdo da parte preliminar
da teoria da integracdo das fungdes limitadas sem a intervencao da teoria geral da medida,
utilizando a integral de uma funcéo limitada com as propriedades da integral de Lebesgue e
da integral de Borel; e finalmente, o principal resultado do trabalho que é dedicado a
representacdo das fungBes somaveis de duas varidveis pela integral dupla de Weierstrass.

No tocante a demonstracéo do seu teorema principal pode-se perguntar a respeito de
consideracBes sobre resultados utilizados na sua composi¢cdo que foram estudados ou
abordados primeiramente por Theodoro, demonstrados por outros autores e/ou ainda aquelas
demonstragdes dadas por esses outros autores ¢ “moldadas” pelo personagem em estudo.

42 RBHM, Vol. 19, n° 38, p. 23-44, 2019



Um estudo histérico-matematico acerca da tese de doutoramento de Theodoro Augusto Ramos...

Voltando-se os olhos para a demonstracdo deste teorema principal realizado por
Theodoro, torna-se imperceptivel e ao mesmo tempo impossivel desvendar quais foram os
resultados utilizados por este e advindos de outros autores, os por ele “moldados” ou aqueles
genuinamente produzidos, uma vez que, neste sentido, nada é mencionado. Alargando a
analise para toda a tese em questdo, encontra-se analoga resposta para o0 questionamento
acima. Quica mostram-se de maneira evidente os corolarios, teoremas, proposicdes e até
mesmo demonstracfes advindas de outros autores e utilizadas pelo nosso personagem, uma
vez que aparecem citadas ao longo do texto e podem ser observadas no original da tese.

O que deve ser ressaltado no resultado do teorema principal obtido pelo autor, cujo
teor é inédito, é que este foi o primeiro a trabalhar a no¢édo de convergéncia simples utilizando
conjunto de medida nula, independentemente, da teoria geral da medida, contribuindo assim,
significativamente, para o estudo da teoria das funcdes.

Nas palavras de Freire:

“Na sua These de doutorado, tratando da “representagdo effectiva das
funcgbes sommaveis”, a uma variavel, fal-o Theodoro em relagdo a
integral que representa uma funcgdo continua qualquer e que elle indica
por f(X’, k). Havia, porém, Theodoro, pouco antes de fazer apparecer a
sua These, recebido os Annaes de Toulouse onde verificou ja ter sido tal
representacdo obtida por Henri Lebesgue, seguindo, alias, criterio bem
differente do por elle adoptado. Por isso, conserva e apresenta a sua
demonstracéo. A de Lebesgue surge como consequencia de dado criterio
geral; a de Theodoro é directa. Constitue essa demonstracéo de Theodoro
uma das bellas partes de sua These ”. (FREIRE, 1936)

Deste modo, um estudo da tese de Theodoro Augusto Ramos mostra-se como
relevante no tocante a aspectos matematicos e historicos da época e posteriores. A
notoriedade desta tese faz-se, principalmente, no tocante as contribuicbes para o
desenvolvimento da analise matematica no pais. Como ja referenciado, esta foi defendida em
uma escola de Engenharia — A Escola Politécnica do Rio de Janeiro —, um local que se
destinava a graduar engenheiros sem o proposito de formar matematicos ou professores de
Matematica. Um lugar em que razoavelmente ndo se esperava que 0 ensino de Analise
estivesse presente, e ndo estava.
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