
Sobre uma Generalização da Integral Definida... 

 

RBHM, Vol. 12, no 25, p. 65-71, 2012 65 

 

 

 

SOBRE UMA GENERALIZAÇÃO DA INTEGRAL DEFINIDA: TRADUÇÃO DO 

PRIMEIRO TRABALHO DE HENRI LEBESGUE SOBRE SUA NOVA INTEGRAL 

 
Sílvio César Otero-Garcia 

Universidade Estadual Paulista – UNESP –  Brasil 

 

(aceito para publicação em julho de 2012) 

 

 

Resumo 

 

Neste trabalho apresentamos uma tradução comentada do artigo de Lebesgue Sur une 

Généralisation de l’Intégrale Définie, no qual o matemático francês expôs pela primeira 

vez a teoria da sua nova integral. A tradução, que pretende ser o mais fiel possível ao 

original, foi feita seguindo a metodologia de Vinay e Darbelnet (1958, 2004). 
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[ON A GENERALIZATION OF THE DEFINITE INTEGRAL: TRANSLATION OF THE FIRST 

WORK OF HENRI LEBESGUE ON HIS NEW INTEGRAL] 

 

Abstract 

 

In this paper, a commented Portuguese translation of the Lebesgue's article: Sur une 

Généralisation de l’Intégrale Définie is offered, which the French mathematician shows us 

for the first time his theory about his new integral. The translation, that intends to be as 

faithful as possible to the original, it´s been done following the methodology of Vinay e 

Darbelnet (1958, 2004). 
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Introdução 

 

O matemático francês Henri Lebesgue propôs, no começo do século XX, novos conceitos 

de integral e de medida. O primeiro deles generalizava as integrais propostas por Riemann e 

Cauchy, sanando diversas deficiências dessas; o segundo, as medidas de Jordan e Borel 

(HOCHKIRCHEN, 2003; CAJORI, 2007). Não por acaso, essas generalizações levaram o 

seu nome: integral de Lebesgue e medida de Lebesgue. 
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 A integral de Riemann é aplicável tanto a funções contínuas como a funções que 

admitem um número finito de descontinuidades, entretanto, há severas restrições no caso do 

número de descontinuidades ser infinito. Um exemplo emblemático é a da função Dirichlet, 

           dada por: 

       
         
         

    

                                                                                         

                                                                                  

                                                             (HOCHKIRCHEN, 2003). 

 Entretanto, exemplos como o que citamos                                    

                                                                                      

                                                                                          

                                                               : 

 

“Autrefois quand on inventait une fonction nouvelle, c’était en vue de 

quelque but pratique; aujourd'hui on les invente tout exprès pour mettre 

en défaut les raisonnements de nos pères […]
1
". (POINCARÉ apud SAKS, 

1937, p. IV) 

 

                                                                           

Lebesgue que tratavam de seus novos conceitos de medida e de integral, dentre eles a sua 

tese de doutorado, Intégrale, Longueur, Aire, defendida 1902 pela Universidade de Nancy 

(LEBESGUE, 1902; HOARE; LORD, 2002). 

                                                                           

                                                                                   

                                         . Trabalh                                     

                                                      Leçons sur l’intégration et la 

recherche des fonctions primitives, de 1904, e Leçons sur les séries trigonométriques, de 

1906 (LEBESGUE, 1904, 1906). Em 1910 foi                                        

                                                                                 

                                                                                     

                                              de Real de Londres, entre outras 

(HOCHKIRCHEN, 2003). 

                                                                           s 

novos conceitos de medida e de                                            
2
         

          , especialmente para a a                                                

                                                                                            

                                                           
1 Antigamente quando se inventava uma função nova, era com vistas a algum objetivo prático; hoje em dia 

inventa-se expressamente para colocar defeito nos raciocínios de nossos pais.  
2                                                                                                         
                                                                                                       

                      . 
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fosse aceita (LINTZ, 2007; HOCHKIRCHEN, 2003). Mas, de que trata a Integral de 

Lebesgue? 

 O principal problema da definição de Riemann, apontada por Lebesgue, é que, ao 

subdividir o domínio da variável independente, se uma função        tem muitos pontos 

de descontinuidade, então à medida que o intervalo         torna-se menor, os valores 

        e       não ficam necessariamente próximos. Lebesgue, ao contrário, pensou a 

teoria da integração com base na análise da variação da função. Utilizando essa idéia, 

Lebesgue propõe que seja feita a partição do intervalo       – em que   e   são, 

respectivamente, os limites superior e inferior da função dentro do intervalo considerado –,  

em                , com                    . Em cada um desses 

subintervalos deve ser escolhido um   
 . Define-se então o conjunto   , formado pelos 

pontos do eixo   de sorte que             . Isso posto, chegamos à seguinte soma, em 

que       é a medida (de Lebesgue) do conjunto     
 

      
 

 

   

       

 

Quando   tende a infinito, as diferenças           tendem a zero, e a soma transforma-se 

na integral de Lebesgue.   

                                                                            

                     -                                                               

                       tervalo                                                             

                                                                                         

                                                                                       

existe. 

 Nesse contexto, apresentamos aqui uma tradução comentada do artigo de 

Lebesgue de 1901 no qual os conceitos fundamentais da sua nova integral foram pela 

primeira vez apresentados. Para isso, fizemos uso do artigo original em francês 

(LEBESGUE, 1901), entretanto, os comentários de tradução – apresentados como notas de 

fim; as notas de rodapé apresentadas no decurso do texto da tradução são do próprio 

Lebesgue – estão baseados na tradução inglesa de Loya (2012). Cabe destacar, ainda, que 

seguimos uma metodologia específica para a tradução, apresentada no item a seguir. 

 

 

Metodologia 

 

                                                                                    

                                                                                      

                                                                             

                   -                                  -                              
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                                                                           , a traduç o 

direta e a traduç o o l qua. 

                        -se em: empréstimo, decalque e a traduç o literal. A 

traduç o literal       -                                                           

                                                                                    

                            decalque                                        , traduzindo 

literalmente cada um dos elementos. Finalmente no empréstimo          -             

                                                                                    . Para a 

traduç o o l qua                  : transposiç o, que troca a classe de uma palavra por 

outra sem mudar o significado da mensagem; modulaç o                                   

                                                  ; equival ncia                   

                                                        ca; adaptaç o           

                                                                           . 

                                                                          

                                                      , valemo-nos, mor                   

                                                                                             

                                                                                       

                                                                                        

                                                                                     

                                                                                        

          , portanto,                                                                  

                                                                 . 

  

 

Tradução 

 

ANÁLISE MATEMÁTICA. - Sobre uma Generalização da Integral Definida. 

Pelo Sr. H. Lebesgue, apresentado pelo Sr. Picard. 

 

 No caso das funções contínuas, há uma identidade entre as noções de integral e de 

função primitiva. Riemann definiu a integral de certas funções descontínuas, mas nem todas 

as funções derivadas são integráveis no sentido de Riemann. O problema da procura de 

funções primitivas não é, portanto, resolvido pela integração, e podemos desejar uma 

definição da integral compreendendo como caso particular a de Riemann e permitindo 

resolver o problema das funções primitivas
3
. 

 Para definir a integral de uma função contínua crescente:  

              , 

dividimos o intervalo       em subintervalos e faz-se a soma das quantidades obtidas ao 

multiplicar o comprimento de cada subintervalo por um dos valores de   quando   está 

                                                           
3 Essas duas condições impostas a priori a qualquer generalização da integral são evidentemente compatíveis, 
porque qualquer função derivada integrável, no sentido de Riemann, tem por integral uma de suas funções 

primitivas. 
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dentro desse subintervalo. Se   está dentro do intervalo          ,   varia entre certos 

limites   ,     , e reciprocamente, se   está entre    e     ,   está entre    e     . De 

sorte que no lugar de se dar a divisão da variação de  , ou seja, de se dar os números   , 

teríamos podido dar a divisão da variação de  , ou seja, os números   . Disso, duas 

maneiras de generalizar a noção de integral. Sabemos que a primeira (de se dar os   ) 

conduz à definição dada por Riemann e às definições de integrais por excesso e por falta 

dadas pelo Sr. Darboux. Vejamos a segunda. 

 Seja a função   compreendida entre   e  . Dados: 

                       ; 

    quando   faz parte de um conjunto   ;          , quando   faz parte de um 

conjunto   
i. 

 Nós definiremos mais adiante as medidas   ,    desses conjuntos. Consideremos 

uma ou outra destas duas somas: 

          ;              ; 

se, quando a distância máxima entre dois    consecutivos tende rumo a zero, essas somas 

tendem rumo um mesmo limite, independentemente dos    escolhidos, esse limite será por 

definição a integral de  , que será dita integrável. 

 Consideremos um conjunto de pontos de      ; pode-se, de uma infinidade de 

maneiras, enclausurar esses pontos dentro de uma infinidade enumerável de intervalos; o 

limite inferior da soma dos comprimentos desses intervalos é a medida do conjunto
ii
. Um 

conjunto   é dito mensurável se
iii

 sua medida acrescida daquela do conjunto de pontos que 

não fazem parte de  , dá a medida de      4. Eis duas propriedades desses conjuntos: uma 

infinidade de conjuntos mensuráveis    sendo dada, o conjunto dos pontos que fazem parte 

de pelo menos um dentre eles é mensurável; se os    não têm dois a dois algum ponto em 

comum,  a medida do conjunto obtido é a soma das medidas   . O conjunto dos pontos 

comuns a todos os    é mensurável
iv
. 

 É natural considerar primeiramente as funções tais que os conjuntos que figuram 

na definição da integral sejam mensuráveis. Encontramos que: se uma função limitada 

superiormente em valor absoluto é tal que, quaisquer que sejam   e  , o conjunto dos 

valores de   para os quais se tem       é mensurável, ela é integrável pelo 

procedimento indicado. Uma tal função será dita somável. A integral de uma função 

somável está compreendida entre a integral por falta e a integral por excesso
v
. De sorte que, 

se uma função integrável no sentido de Riemann é somável, a integral é a mesma com as 

duas definições. Ou, toda função integrável no sentido de Riemann é somável, pois o 

conjunto de seus pontos de descontinuidade é de medida nula, e podemos demonstrar que 

se, fazendo abstração de um conjunto de valores de   de medida nula, resta um conjunto em 

cada ponto do qual uma função é contínua, essa função é somável. Essa propriedade 

permite construir imediatamente funções não integráveis no sentido de Riemann e ao 

mesmo tempo somáveis. Sejam      e      duas funções contínuas,      não sendo 

sempre nula; uma função que difere de      não mais que nos pontos de um conjunto de 

                                                           
4 Se ajuntarmos a esses conjuntos,  conjuntos de medidas nulas convenientemente escolhidos, teremos conjuntos 

mensuráveis no sentido do Sr. Borel (Lições sobre a teoria de funções).  
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medida nula sempre denso e que nesses pontos é igual a          , é somável sem ser 

integrável no sentido de Riemann. Exemplo: a função igual a   se   irracional, igual a   se 

  racional. O processo de formação que precede mostra que o conjunto de funções 

somáveis tem uma força superior ao contínuo. Eis duas propriedades desse conjunto:  

 1. Se   e   são somáveis,     e    o são e a integral de     é a soma das 

integrais de   e de  . 

 2. Se uma seqüência de funções somáveis tem um limite, é uma função somável. 

 O conjunto de funções somáveis contém evidentemente     e    ; portanto, 

de acordo com (1), ele contém todos os polinômios e como, de acordo com (2), ele contém 

todos seus limites, ele contém portanto todas as funções contínuas, todos os limites de 

funções contínuas, isso quer dizer, as funções de primeira classe (ver Baire, Annali di 

Matematica, 1899), ele contém todas essas de segunda classe etc. 

 Em particular, toda função derivada, limitada superiormente em valor absoluto, 

sendo de primeira classe, é somável e podemos demonstrar que sua integral, considerada 

como função de seu limite superior, é uma de suas funções primitivas.  

 Eis agora uma aplicação geométrica: se     ,     ,      são limitadas 

superiormente, a curva 

      ,                   

tem por comprimento a integral de             . Se      , temos a variação 

total da função   de variação limitada. No caso em que   ,   ,    não existem, podemos 

obter um teorema quase idêntico substituindo as derivadas pelos números derivados de 

Dini
vi
. 
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i Lebesgue define                              e                                     
   
ii Denotando por       a medida do conjunto        , Lebesgue define                            , 

onde            e            . Lebesgue não especifica os tipos de intervalo, mas não importa quais 

intervalos se escolhe para cobrir  . 
iii Lebesgue define   como mensurável se                           .  
iv Lebesgue diz que se    é mensurável,      também é; se os conjuntos    são disjuntos, então          
        , e, finalmente,      é mensurável. O complemento de um conjunto mensurável é, pela definição, 

mensurável, donde Lebesgue está dizendo que a coleção de todos os conjuntos mensuráveis forma uma  -álgebra. 
v Integral por excesso e por falta no sentido de Darboux. 
vi Números derivados de Dini o                                                                              
Dini para generalizar a noção de derivada. 
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