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Resumo 

 

O presente artigo tem como objetivo apresentar a tradução do russo para o português de um 

texto de A. P. Yushkiévitch, no qual ele descreve e comenta o tratado algébrico de al-

Kwarizmi Al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-jabr va-l-mukabala. O texto traduzido constitui-

se em um dos tópicos tratados no livro História da Matemática na Idade Média. 
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[YUSHKIÉVITCH ON AL-KHWARIZMI ALGEBRIC TREATY] 
 

 

Abstract 

 

The present article aims to present the translation from Russian into Portuguese of a text of 

A. P. Yushkiévitch, in which he describes and comments on the algebraic treatise of al-

Kwarizmi al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-jabr va-l-mukabala. The translated text is one of 

the topics discussed in the book History of Mathematics in the Middle Ages of the author 

Yushkievitch. 
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Introdução  
 

Até poucas décadas atrás, a historiografia da matemática islâmica medieval sofria por 

carência de bons relatos históricos. A situação tem mudando paulatinamente, sendo 

possível encontrar hoje um bom punhado de obras nesta temática.  Por razões já 

explicitadas em Morey (no prelo), um dos relatos sobre a matemática islâmica medieval 
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pertence à pena de Adolf Pávlovitch Yushkiévitch (1906-1933), destacado historiador da 

ciência e da matemática soviético, medievalista.  

O presente artigo tem como objetivo disponibilizar aos leitores brasileiros um dos 

tópicos abordados no terceiro capítulo do livro História da Matemática na Idade Média, 

obra de autoria de Yushkiévitch publicada em 1961. O livro acima citado é um manual de 

história da matemática medieval em quatro capítulos: história da matemática na China, 

história da matemática na Índia, história da matemática nos países do Islã, história da 

matemática na Europa. 

O terceiro capítulo do livro foi traduzido para o alemão e para o francês e 

publicado como um manual independente. Na ausência completa de um manual de história 

da matemática islâmica medieval no Brasil, iniciamos o trabalho de tradução desta obra do 

russo para o português e, apenas uma parte desta tradução está sendo o foco do presente 

artigo.  

Além da presente introdução, o artigo tem mais três partes, sendo a primeira a 

apresentação de Yushkiévitch e sua obra enquanto historiador da matemática islâmica 

medieval. A segunda parte fala sobre as nuances do processo de tradução de uma obra para 

o português e a terceira parte disponibiliza ao leitor o texto em português no qual 

Yushkiévitch discorre sobre a álgebra de al-Khwarizmi. 

 

Yushkiévitch e a historiografia matemática islâmica medieval 

 

O trabalho dos historiadores da matemática soviéticos trouxe muitas contribuições originais 

para a área de história das ciências, e em particular, para a história da matemática islâmica 

medieval. Como já detalhado em (MOREY, 2017, no prelo), após a descoberta das ruínas 

do observatório de Ulugh Beg, vários documentos vieram foram encontrados e iniciou-se 

um extenso trabalho com as fontes encontradas tendo em Yushkiévitch uma das figuras 

centrais na organização e incentivo nos estudos e publicação das fontes encontradas, que 

vieram a preencher lacunas importantes na temática na historiografia islâmica medieval. 

São de sua autoria as publicações: 

a) O tratado aritmético de Mohammed ben Musa Al-Khorezmi (Al-Khwarizmi), 

publicado na coletânea Trudi Instituta istorii iestestveznania e tekhniki Akademii 

Nauk URSS em 1954; e  

b) Omar Kayyam e sua álgebra. In: Trudi Instituta istorii iestestveznania e tekhniki 

Akademii Nauk URSS, v. 2, Moscou, 1948 

c) Sobre a quadratura da parábola de Thabit ibn Qurra. In: Istoria i metodológuia 

iestiéstvennikh Naúk. n. 5. Moscou: MGU, 1965, p.118-125. 

 

Em coautoria com Rozenfeld ele publicou: 

 

d) ROZENFELD, B. A.; YUSHKIÉVITCH, A. P. Omar Kayyam. Moscou: 

Naúka,1965. 

e) YUSHKIÉVITCH, A. P.; ROZENFELD, B. A. Djemshid Guiyacendi Al-Kashi. 

Chave para a Aritmética. Tratado sobre o círculo. Trad. B. A. Rozenfeld. 

Moscou: Gostekhisdat,1956. 
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f) ROZENFELD, B. A.; YUSHKIÉVITCH, A. P. Sobre o tratado de Nasir al-Din al-

Tusi sobre as linhas paralelas. Istóriko-matematítcheskie Issledoványa, n. 13, 

1960, p. 475-482. 

g) ROZENFELD, B. A.; YUSHKIÉVITCH, A. P. Sobre o tratado de Qadi Zada al-

Rumi sobre a determinação do seno de um grau. Istóriko-matematítcheskie 

Issledoványa, N. 13, 1960, p. 533-538. 

 

No entanto, Yushkiévitch produziu uma outra obra muito importante: juntamente 

com Arnost Kolman (1892-1979) ele publicou a História da Matemática até o 

Renascimento em dois volumes, escrita para ser um manual de História da Matemática. O 

primeiro volume, dedicado à matemática na Antiguidade, é de autoria de Kolman. O 

segundo volume da obra, intitulado História da Matemática na Idade Média (Ver figura 1), 

é de autoria de Yushkiévitch e tem quatro capítulos: 1. Matemática na China; 2. 

Matemática na Índia; 3. Matemática dos Países do Islã; 4. Matemática na Europa Medieval. 

 

Figura 1. Página de rosto do segundo volume da  

História da Matemática até o Renascimento (Yushkiévitch, 1961) 

  
Fonte: Acervo da autora 

 

No terceiro capítulo, em 146 páginas de texto denso, o autor incorpora os 

resultados de pesquisas recentes referente à história da matemática no Islã, que não apenas 

expõe novos fatos, mas, também leva a uma nova concepção da história da matemática no 

Oriente Médio e Próximo Medieval. Como já apontado em Morey (2017, no prelo), 

Yushkiévitch adotou uma abordagem temática ao assunto que o permitiu discorrer sobre 

unidades conceituais completas. Este terceiro capítulo foi traduzido para o alemão e 

publicado como livro independente Leipzig em 1964. A segunda edição alemã serviu de 

base para a tradução francesa publicada em Paris em 1976. Não encontrei, até agora, 

evidência da existência de tradução para o inglês. 
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No que se refere ao conteúdo, inicialmente faz um breve apanhado histórico e logo 

a seguir se debruça em cada um dos tópicos dedicando uma seção a cada um deles que 

ficam assim intitulados: 

1. Panorama geral; 

2. Divulgação do sistema de numeração posicional decimal; 

3. Frações; 

4. O tratado algébrico de al-Khwarizmi; 

5. A regra de três; 

6. Regras da falsa posição; 

7. Geometria nos trabalhos de al-Khwarizmi; 

8. Os tratados de álgebra de Abu Kamil e de al-Karadji; 

9. Tópicos em teoria dos números; 

10. Desenvolvimento do sistema posicional; 

11. Frações decimais; 

12. Extração de raízes e binômio de Newton; 

13. Números irracionais e teoria das congruências; 

14. Problemas geométricos e equações cúbicas; 

15. A teoria geométrica das equações cúbicas de Omar Khayyam; 

16. O simbolismo algébrico de al-Kalaçadi; 

17. Tópicos de geometria. Abu-l-Waffa 

18. Estudos sobre as paralelas; 

19. Secções cúbicas; 

20. As novas cubaturas de ibn al-Khayçan; 

21. O desenvolvimento da trigonometria; 

22. O tratado dos quadriláteros de Nacir eddin at-Tusi; 

23. Tabelas trigonométricas; 

24. Medição do círculo de Guiacedin al-Kashi; 

25. Solução algébrica da equação para a trissecção do ângulo; 

26. Influência da matemática dos países islâmicos na ciência da Europa Ocidental. 

 

O tópico de número quatro acima listado, O tratado algébrico de al-Khwarizmi, é 

o que foi escolhido por nós como foco do presente artigo. Falaremos mais sobre isto na 

sessão a seguir. 

 

Sobre o processo de tradução 

 

Ressaltemos inicialmente que texto escolhido para tradução, quarto tópico da listagem 

acima, é o comentário de Yushkiévitch sobre o tratado algébrico de al-Khwarizmi, e não o 

tratado propriamente dito. O texto foi recolhido por vários motivos: 

a) sua relevância, pois, julgamos que uma grande quantidade de leitores brasileiros 

tais como professores de matemática em exercício ou em formação, assim como os 

pesquisadores iniciantes sem história da matemática não tiveram ainda 

oportunidade de ler um texto sobre o tratado algébrico de al-Khwarizmi;  



Yushkiévitch sobre o tratado algébrico de al-Khwarizmi 

 

RBHM, Vol. 18, no 36, p. 171-198, 2018 175 

b) a conveniência, pois, tendo nós já assumido o compromisso de traduzir o terceiro 

capítulo do livro de Yushkiévitch acima mencionado, nos pareceu oportunidade 

apresentar um dos tópicos que já foram traduzidos; 

c) por fim, as caraterísticas oportunas do texto: nem curto demais nem longo demais, 

sem muitos esboços, sem muitas fórmulas, o que cabe bem para o início de um 

trabalho de tradução. 

 

Falemos um pouco sobre as dificuldades e das escolhas da tradução. No processo 

foram envolvidas três línguas: árabe, russo e português, cada uma com suas 

particularidades, cada uma com seu alfabeto. Isto nos levou a fazer escolhas, a começar 

pelo nome dos autores: o autor do texto árabe, isto é, do tratado algébrico e do autor do 

texto russo, isto é, do comentário sobre o tratado.  

Começando pelo autor do tratado, encontramos seu nome grafado de modos 

distintos: al-Khwarizmi (inglês); аль-Хорезми (em russo); al-Juarismi (em espanhol). 

Optamos por adotar a grafia mais conhecida. Em vez de aportuguesar o nome e escrever 

Alquarismo ou Al-Quarismo, adotamos a bastante difundida grafia inglesa: al-Khwarizmi. 

Optamos também por seguir os autores que defendem a ideia que a partícula al em árabe é 

um artigo definido e não um nome, o que justifica ser escrito com letra minúscula. Outra 

opção nossa foi desprezar os sinais gráficos que acompanham o nome dos autores árabes, 

como, por exemplo, al-Khw  rizm  , ou al-Karaj  ,  ou Ab   al-Waf    al-B  zjan  .Mesmo 

ententendo que tais sinais gráficos tem uma função, achamos que carece de praticidade, 

uma vez que nem mesmo um teclado adequado em nossos computadores. 

O autor do comentário, Yushkiévitch, Юшкевич, grafamos seu nome em 

português conservando os fonemas da pronúncia russa o máximo possível. Desse modo,  

Ю = Yu; 

ш= sh (poderia ser ch, em português); 

ке = kié; 

ви = vi; 

ч = tch. 

Portanto, Юшкевич = Yushkiévitch. As traduções para outras línguas costumam 

obedecer ao mesmo princípio. É comum encontrarmos a grafia Youschkevitch. Isto se deve 

ao fato do nome do historiador russo ter se difundido na literatura ocidental a partir de suas 

obras em francês, língua na qual o som português de u é dado pelo ditongo ou.  Dito isto, 

podemos passar para o texto traduzido. 
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O tratado algébrico de al-Khwarizmi 
 

A álgebra al-Khwarizmi chegou até nós de forma muito mais conservada do que a 

aritmética. Na biblioteca da Universidade de Oxford, há um manuscrito árabe de álgebra, 

completado em 1342 [1]. Além disso, existem vários manuscritos latinos que remontam à 

tradução do inglês Robert de Chester, feito em Segovia em 1145, e à tradução do italiano 

Gerardo de Cremona (1114-1187), feita em Toledo [2, 3]. O texto em árabe é intitulado 

“Um breve livro sobre o Cálculo da Álgebra e Almukabala” (Al-Kitab al-muhtasar fi hisab 

al-jabr va-l-mukabala) e é composto por: 

a) Uma parte algébrica propriamente dita seguida de um pequeno capítulo sobre 

transações comerciais (na verdade, trata-se simplesmente da regra de três de 

acordo com o padrão indiano); 

b) Um pequeno capítulo geométrico sobre medidas com algumas aplicações de 

álgebra e; 

c) Um extenso capítulo sobre heranças. 

Nas traduções latinas, a segunda e terceira partes estão ausentes. Em todos os 

textos existem diferenças insignificantes. Al-Khwarizmi não usa símbolos, sua 

apresentação é puramente verbal e ele é muito prolixo. 
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Já mencionamos que o objetivo principal de al-Khwarizmi, ao escrever o tratado 

sobre álgebra, era escrever um manual para resolver problemas quotidianos. Isso explica o 

lugar previlegiado atribuído, em particular, aos problemas de testamento e heranças, que 

ocupam um pouco mais da metade do livro. O direito hereditário muçulmano era (e, alguns 

lugares, continua sendo) sujeito a regulamentos rígidos e complexos que estabelecem as 

possíveis ações de herdeiros, dependendo do grau de parentesco (esposa, marido, filha, 

filho, pais, etc.) e limitando os direitos do testamenteiro. Os juízes, portanto, se viam 

frequentemente confrontados com questões bastante complexas, que nos manuais se 

complicavam ainda mais para fins de exercício. Problemas de testamento foram muito 

estudados antes e depois de al-Khwarizmi; foram estudados ainda na antiga Babilônia  [4]. 

 

A álgebra de al-Khwarizmi é a ciência de resolver equações lineares e quadráticas. 

Na aritmética, ele diz, as pessoas estão lidando com números simples. Na álgebra são 

considerados números de três tipos: os números simples ou dirham (dirhem - do dracma 

grego - unidade monetária); o jizr (raiz) ou shay (coisa) e; o mal (propriedade, soma em 

dinheiro, etc., e também, o quadrado). O mal, diz al-Khorezmi, é o produto de jizra por si 

mesmo, enqunto que jizra é uma grandeza que às vezes pode ser multiplicada por si mesma. 

 

Sobre a origem dos termos algébricos de al-Khorezmi existem vários pressupostos. 

No capítulo de testamento e heranças mal significa propriedade e serve como incógnita em 

problemas lineares. Aparentemente, mais tarde mal passou designar o quadrado em 

contraste com a raiz, jizra. A palavra shai poderia, naturalmente, ser interpretada como a 

quantidade procurada, a coisa procurada. Jizra, provavelmente, é a tradução do mula 

sânscrito, a raiz. É possível que haja ligação entre a palavra dirham e o sânscrito rupa, 

denotando também uma moeda. De qualquer modo, o significado matemático dos termos é 

claro, e podemos chamar de jizra (raiz)  ou  shai (coisa) à incógnita ou raiz e de mal, o seu 

quadrado. 

 

 

Al-Khwarizmi começa dando uma classificação de seis tipos de equações lineares 

e quadráticas e métodos de sua resolução. A seguir ele explica com exemplos como 

transformar outras equações dadas em uma das seis formas normais. Aqui surgem as duas 

operações básicas do título da obra, al-djabr  e al-mukabala. 

 

Na forma normal, todos os termos das equações devem aparecer como soma, não 

subtração. Portanto, os seis tipos (são exatamente seis, uma vez que os casos em que não há 

soluções positivas, não são levados em consideração) são os seguintes: 

1) quadrados são iguais a raízes,       ; 

2) quadrados são iguais a número,      ; 

3) raízes são iguais a número,     ; 
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4) quadrados e raízes são iguais a número,         ; 

5) quadraos e números são iguais a raízes         ; 

6) raizes e números são iguais a quadrados,          

Qualquer equação a ser resolvida deve ser reduzida a uma destas formas. Caso 

haja termos subtraídos, eles são eliminados por meio da operação al-djabr, ou seja, 

completamento que se faz somando a ambos os membros da equação, os termos que estão 

sendo subtraídos. A seguir reduzem-se todos os termos semelhantes a um único por meio 

da transformação al-mukabala, ou seja, contraposição. Além disso, na equação quadratica o 

coeficiente do termo quadrado deve ser reduzido à unidade, pois, a solução das equações 4) 

a 6) são enunciadas somente para tal caso. 

 

Por exemplo,  no problema cujas condições podem ser escritas sob a forma 

              
ou 

                
al-Khwarizmi efetua as transformações 

               (al-djabr), 

divide por 2, reduz os termos semelhantes 

          (al-mukabala) 

e com isto, obtém uma equação do quinto tipo. 

 

A denominação da transformação al-djabr que apareceu primeiro no título do 

tratado rapidamente se difundiu para toda a ciência das equações. Omar al-Khayyam 

escreveu sobre “soluções de álgebra” e sobre “algebristas”. Os árabes ocidentais
1
 por meio 

dos quais o tratado de al-Khwarizmi se tornou conhecido na Europa, pronunciavam a letra 

“djim” como “g”
2
 e, portanto, pronunciavam al-gabr e não al-djabr. Na Europa a palavra 

álgebra, no sentido de denominação desta ciência, surgiu no século XIV. 

Na resolução dos primeiros três tipos de equação, duas particularidades merecem 

nossa atenção. Primeiro, a equação        é tratada por al-Khwarizmi como sendo 

linear, desconsiderando a solução nula que em problemas concretos carece de interesse. Tal 

procedimento continuou até o século XVII. Em segundo lugar, - e isto é notável – não 

apenas x, mas também      são consideradas incógnitas procuradas. Assim, ao determinar, a 

partir da equação    = 5x, a raiz    , al-Khwarizmi acrescenta ainda que o quadrado é 

25. E, no caso da equação linear 
 

 
    , ao lado da raiz 20, al-Khwarizmi coloca o valor 

de seu quadrado, 400. Além do mais, no primeiro exemplo deste tipo é dito imediatamente 

que a raiz é 3 e se acrescenta que seu quadrado é 9.  

                                                           
1 No original, западные арабы; provavelmente Yushkiévitch está se referindo aos estudiosos islâmicos da 
Espanha ou do Magreb. (N. T.) 
2 Em português, o som g como em “gato”. (N. T.) 
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A resolução de equações quadráticas completas exige procedimento especial. 

Primeiramente, o autor enuncia as regras da expressão das raízes em radicais e depois dá a 

demonstrações geométricas. As demonstrações apesar de serem dadas com exemplos 

numéricos, no entanto, são de caráter geral. A resolução da equação 

           
que, da mesma forma de outros exemplos de al-Khwarizmi, entrou em quase todos livros 

medievais de álgebra árabes ou europeus, é feita com a ajuda de duas construções 

geométricas, ambas usando a ideia de completar o 

quadrado. Na primeira se constrói o quadrado procurado 

  ,  adjacentemente a seus lados, quatro retângulos de 

altura 
  

 
  e nos cantos, quatro quadrados de lado  

  

 
  (ver 

Fig.1). Obtém-se com isto um grande quadrado cuja área é 

     
  

 
 
 

    e cujo lado é     
  

 
, que é igual a 8, 

o que nos dá      
No caso da equação        , as 

transformações geométricas correspondem às algébricas 

abaixo: 

     
 

 
     

 

 
 
 

     
 

 
 
 

 

 

     
 

 
 
 

     
 

 
 
 

 

 

    
 

 
      

 

 
 
 

 

de onde se deduz a regra de al-Khwarizmi 

      
 

 
 
 

 
 

 
 

 

Outro modo de fazer a demonstração geométrica (da 

equação        , N.T) é seguindo o esquema da Figura 2 

abaixo. 

Teremos então      
 

 
   

 

 
 
 

    
 

 
 
 

, e assim por 

diante. As anotações em ambos os desenhos são nossas
3
. A raízes 

negativas aqui, assim como em outros casos, não são consideradas.  

                                                           
3 Quer dizer, de Yushkiévitch. (N. T.) 

Figura 1 

Figura 2 
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Deixando de lado o sexto tipo representado pela equação  

 

       , 

 

(neste caso a equação tem uma e apenas uma raiz positiva), nos detenhamos na equação 

 

         
 

Al-Khwarizmi sabe que neste caso podem existir duas raízes (positivas), ou uma 

raiz (dupla) ou nenhuma raiz (ambas são imaginárias). A regra para a equação para a 

equação 

         , 

 é enunciada com as seguintes palavras: 

 

Divida as raízes ao meio, o que dará cinco e o multiplique por si mesmo 

obtendo vinte e cinco; do quadrado vinte e cinco subtraia vinte e um, o 

que dará quatro de resto; deste último extraia a raiz quadrada e obtenha 

dois que será subtraído da metade das raízes, ou seja, de cinco; isto dará 

o resto três, que será raiz do quadrado que você procura, enquanto que o 

quadrado será nove. E se você quiser, adicione isso à metade das raízes e 

ficará com sete, sendo esta a raiz do quadrado que você está procurando 

e o quadrado é quarenta e nove. Se você encontrar o problema que leva a 

este capítulo, verifique sua correção com a ajuda da adição; se não for 

assim, então, sem dúvida, [a solução] será obtida por subtração. Somente 

neste, entre os três capítulos nos quais é necessário dividir as raízes ao 

meio, se usa a adição e subtração. Saiba também que, quando neste 

capítulo, você divide as raízes ao meio e multiplica o resultado por si 

mesmo, se o produto for menor do que os dirhams adicionado ao 

quadrado, a tarefa é impossível e, se for igual aos dirhams, a raiz do 

quadrado é igual à metade das raízes sem adição ou subtração [1, pp. 11-

12].
4
 

 

A prova geométrica da regra é dividida em dois casos, correspondentes às raízes  

  
 

 
   

 

 
 
 

         e        
 

 
   

 

 
 
 

   

 

  

                                                           
4 Chamamos a atenção especial do leitor para o caso   

 

 
  que aparece aqui pela primeira vez na literatura 

conhecida até agora. (N. do A.) 
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O primeiro caso é analisado detalhadamente no seguinte exemplo. O retângulo 

GCDE com lados     , e      (Figura 3) gerado pelo quadrado         e pelo 

retângulo              . Supondo   
 

 
 (isto não é dito por al-Khwarizmi), em F, 

metade do segmento GC, levanta-se a perpendicular FH que continua no segmento 

      
 

 
  . Finaliza-se a construção dos quadrados       

 

 
 
 

 e      

 
 

 
   

 

. 

 
Figura 3. 

 

Por construção os retângulos EJLM e FBAH tem lados correspondentes iguais, por 

isso, o quadrado JHKL é igual à diferença entre o quadrado GFKM e a soma dos retângulos 

GFHE e EJLM, e igual à diferença das grandezas GFKM e GBAE, ou seja,  

 
 

 
   

 

  
 

 
 
 

    

 

Deduz-se então que o lado         
 

 
 
 

   , e o lado procurado         , 

isto é,  

  
 

 
   

 

 
 
 

  . 

 

O segundo caso não é analisado no manuscrito de Oxford. É dito apenas que a raiz maior é 

obtida somando-se a linha JH a DH. É possível que al-Khwarizmi conhecesse também a 

construção para o segundo caso. Em alguns textos latinos de sua álgebra [3, pp. 84-87] 

encontram-se a figura correspondente (ver figura 4), na qual supondo-se   
 

 
  e supondo-

se que F, o ponto médio de GC = p, se encontra dentro do segmento BC = x, AB = BC e o 

quadrado BFHJ com lado      
 

 
  igual à diferença entre o quadrado       

 

 
 
 

e a 

soma dos retângulos GBLM e JHKL. Por sua vez, GBAE = q, de modo que    

  
 

 
 
 

  , enquanto que        ; para fins de praticidade, modificamos um pouco o 

desenho). 
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Figura 4 

Expondo a solução de equações canônicas, al-Khwarizmi esclarece, por meio de 

exemplos, as regras das operações com expressões algébricas: a multiplicação de monônios 

e binômios como, por exemplo,     
 

 
  

 

 
      redução de termos semelhantes nas 

somas e subtrações, introdução de fatores em radicais quadráticos, extração de fatores dos 

radicais, multiplicação de radicais. Os exemplos eram simples, como 

        ou          , 

e assim por diante. Al-Khwarizmi ilustra as operações de adição e subtração usando 

segmentos.  Exige, no entanto, que seja observada a homogeneidade. A expressão 

                         , 
que é dada, como já sabemos, em linguagem natural, não pode ser, segundo al-Khwarizmi, 

representada num segmento, uma vez que ela é heterogênea (tem termos com graus 

distintos). No entanto, al-Khwarizmi acrescenta, é fácil explicá-la verbalmente. 

Nos capítulos dedicados à introdução do cálculo algébrico, tem-se indicação da 

existência de irracionalidade numérica quadrada, que são chamadas por al-Khwarizmi de 

djizr açam, ou seja, raiz surda ou muda. Muito provavelmente, o termo é uma tradução do 

grego alogos compreendido mais no sentido de não pronunciável, não exprimível em 

palavras do que no sentido de não ter relação
5
. Gerardo de Cremona traduziu açam para o 

latim usando o termo surdus, que se conservou até o século XVIII juntamente com a 

palavra irrationalis encontrada ainda na antiguidade. 

Aliás, al-Khwarizmi usava quantidades irracionais muito raramente; todos os seus 

exemplos de equações tinham coeficientes racionais e, frequentemente, tinham soluções 

inteiras. Como exceção a esta prática de al-Khwarizmi, pode-se apontar apenas algumas 

equações do tipo      e uma equação quadrática completa            , ou seja, 

          , (cuja solução irracional           não é apontada por al-

Khwarizmi). 

Depois destes capítulos que se constituem uma introdução ao cálculo algébrico na 

forma verbal (retórica), seguem seis problemas relacionados aos seis tipos de equação. Em 

quatro casos fala-se sobre a divisão do número 10 em duas partes segundo uma ou outra 

condição, sendo os três primeiros: 

                                                           
5 Lembremos que Abu-l-Wafa também chamou as frações “não exprimíveis” de açam (ver pág. 186). (N. do A.) 
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           , ou seja,          

  
 

 
      , ou seja, 

  

 
      , 

    

 
  , ou seja,      . 

Notemos que no segundo problema al-Khwarizmi usa frações unitárias e, afim de 

dividir 100 por 
  

 
, ele representa 

 

  
 como 

 

 
 

 

 
 
 

 
 .   No quinto problema pede-se dividir 10 

em duas partes cujos quadrados somados dê 58, o que nos leva à equação           

que já encontramos anteriormente. 

 

No capítulo seguinte, dedicado a problemas diversos, resolvem-se sistemas com a 

mesma primeira condição, isto é, com       , enquanto que a segunda condição 

aparece como: 

      

         

               
 

 
 
 

 
  

 

 
 

e assim por diante. Al-Khwarizmi não introduz explicitamente a segunda incógnita, mas ao 

contrário, opera com as partes x e 10 – x, isto é, com a coisa e dez menos a coisa. Aliás, tais 

exemplos não são únicos. 

Entre muitos outros, o problema mais interessante por suas condições é o problema 

no qual se pede encontrar o número de pessoas  , se 
 

 
 

 

   
 

 

 
. 

As equações quadráticas completas são aplicadas na seção geométrica da álgebra 

de al-Khwarizmi onde elas são encontradas no estágio intermediário de resolução, uma vez 

que, após a redução, o caso se reduz a equações do primeiro grau. No livro se encontram 

muito mais problemas com equações lineares: eles preenchem o capítulo sobre heranças e 

testamentos. 

Examinemos um desses problemas e veremos que a solução al-Khwarizmi, apesar 

da ausência de quaisquer símbolos, tem um caráter algébrico, embora, pela mesma razão, 

tal solução seja prolixa e longa. 

Um homem ao morrer legou aos quatro filhos partes iguais de sua 

propriedade e, a uma outra pessoa, tanto quanto a parcela de cada filho 

e mais um quarto do que sobra de um terço da propriedade após a 

deduzir uma parcela filial e mais um dirham d.  

Indicando a propriedade como z, a parcela de cada filho como x e a parte da pessoa 

que também recebeu o legado como y, o problema pode ser expresso pelas equações 
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e, efetuando as operações, reduzindo os termos semelhantes obtemos    
 

  
   

 

  
   

Al-Khwarizmi faz essencialmente a mesma coisa. Ele enuncia a regra para a resolução do 

seguinte modo: 

 

Tem de se tomar 
 

 
 da propriedade e dele subtrair uma parcela e depois 

tirar 
 

 
 daquilo que sobrou de 

 

 
 da propriedade menos uma parcela e um 

dirham, de modo que sobram 
  

 
  de 

 

 
 da propriedade ou 

 

 
 da propriedade 

sem 
 

 
 da parcela e sem o dirham. Em outras palavras, no simbolismo 

atual,  
 

 
    

 

 
 
 

 
      

 

 
  

 

 
   . Isto se adiciona aos 

 

 
 da 

propriedade. Então, 11 das 12 partes da propriedade menos 
 

 
 da parcela 

e menos dirham são iguais a 4 parcelas, (em outras palavras, 
 

 
  

 

 
 

 

 
    

  

  
  

 

 
      ). A seguir adicionamos a ambos os 

membros três quartos de uma parcela e dirham, de modo que 11 das 12 

partes da propriedade ficam iguais a  
 

 
  da parcela e 1 dirham (em outras 

palavras 
  

  
   

 

 
   ).  

 

Atualmente, multiplicamos por 
  

  
. Al-Khwarizmi, porém, adiciona em cada 

membro 1 de suas 11 partes e obtém a propriedade igual a  
 

  
 partes de uma parcela e  

 

  
 

de um dirham. 

Neste e em vários problemas relacionados o dirham desempenha o papel de 

parâmetro. Em essência, aqui estamos lidando com uma série de problemas em equações 

indefinidas, muitas vezes homogêneas (d é previamente igualado a zero). Em vários casos, 

al-Khwarizmi também mostra como, com d inteiro, obter valores inteiros de z e x. Em 

outros problemas, a condição é expressa por uma equação com uma incógnita, sendo que se 

não for uma propriedade no sentido próprio da palavra, então ela é chamada de coisa. 

Não se sabe se al-Khwarizmi obteve ou não resultados algébricos de modo 

autônomo. No início do tratado, ele diz que alguns estudiosos têm primado nas descobertas, 

outros explicam as passagens difíceis de seus predecessores e facilitam sua compreensão, 

enquanto outros colocam em ordem o conhecimento já disponível corrigindo imprecisões e 

melhorando as ideias de seus colegas, sem acrescentar a eles e sem orgulho na alma. Al-

Khwarizmi pessoalmente não atribuiu a si mesmo novas descobertas. 
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Sobre quais teriam sido as fontes da álgebra de al-Khwarizmi é uma questão que 

permanece aberta. Na aritmética, ele obviamente seguiu principalmente o modelo indiano 

(até mesmo o cálculo sexagesimal, como vimos, ele atribuiu aos indianos), porém, sua 

álgebra uma série de particularidades. Na álgebra indiana, não há justificativas geométricas 

para as regras de resolução de equações ou operações com grandezas algébricas que 

ocupam um lugar proeminente em al-Khwarizmi. Ao contrário dos matemáticos indianos, o 

estudioso de Bagdá não usa números negativos nem símbolos. Além disso, os indianos 

formularam a regra para resolver a equação quadrática completa imediatamente para um 

coeficiente arbitrário do termo principal, e Brahmagupta já não distinguia os tipos 4) -6). A 

construção geométrica das raízes das equações quadráticas aparentemente aproxima al-

Khwarizmi da álgebra grega [33, III, pág. 72 em diante], mas, no todo, sua abordagem 

difere essencialmente da álgebra geométrica dos Elementos de Euclides.  

 

Uma semelhança mais próxima só pode ser vista entre a segunda construção de al-

Khwarizmi para a equação do quarto tipo e a Proposição 2 do Livro II de Os Elementos, 

representando geometricamente a fórmula                   Mas já a primeira 

construção de al-Khwarizmi da mesma equação não tem um protótipo conhecido na 

matemática grega. O desenho de al-Khwarizmi para o primeiro caso de uma equação do 

quinto tipo se assemelha à construção da Proposição 5 do Livro II, mas há diferenças 

significativas nas próprias conclusões. Além disso, a Proposição 5 não dá a segunda raiz da 

equação “por adição”, assim como faz correspondente proposição 28 do Livro VI de d’Os 

Elementos. A construção de al-Khwarizmi para o sexto tipo de equação não tem análogo de 

modo algum em Euclides. Finalmente, o estilo de raciocínio e apresentação é 

completamente distinto de ambos os autores. Se a álgebra geométrica antiga exerceu 

influência em al-Khwarizmi, então o fez de forma fortemente transformada e adaptada às 

necessidades da álgebra numérica, historicamente em nenhum lugar ainda atestada. Em 

comum com Diofanto em al-Khorezm é a redução da equação quadrática às três formas 

canônicas (com a diferença, no entanto, que Diofanto não reduz o coeficiente do quadrado 

da incógnita à unidade). Em muitos aspectos, eles divergem. Por exemplo, os problemas 

que resultam em sistemas 

           

ou, 

             , 
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em Diofanto são resolvidos por meio da introdução de uma de uma incógnita auxiliar 
   

 
     

No entanto, a influência direta de Diofante é pouco provável, pois, tanto quanto se 

sabe, as primeiras traduções árabes de Diofanto foram feitas em Bagdá primeiro por Kosta 

ibn Luka al-Ba'labakki
6
, estudioso cristão originário de Baalbek (Heliópolis) na Síria e 

depois por Abu-l-Wafa [5, pp. 261-264; 6, 7]. 

 

Muito provavelmente, al-Khwarizmi conhecia bem as tradições existentes no 

Próximo e Oriente Médio que incluíam elementos originários da ciência babilônica e greco-

romana. Há uma suposição de que a própria palavra al-jabr veio, por meio dos sírios e 

aramaicos, do termo assírio gabr-jabr-mahar que, por sua vez, veio do termo mahar-gabr, 

que serviu na Babilônia para expressar a igualdade de duas coisas [6, p. 275]. 
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6 Morreu em 912 na Armênia 
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