Revista Brasileira de Histéria da Matematica - Vol. 4 n° 8 (outubro/2004 - margo/2005 ) - pag. 189 - 214
Publicagdo Oficial da Sociedade Brasileira de Historia da Matematica
ISSN 1519-955X

UM ESTUDO SOBRE AREAS EM UM CURSO DE FORMAGAO DE PROFESSORES
TOMANDO COMO PONTO DE PARTIDA A HISTORIA DA MATEMATICA
INDIANA NO PERIODO DOS SULBASUTRAS

Maria Terezinha Jesus Gaspar
UnB - Brasil

(aceito para publicagdo em maio de 2004)
Resumo

Este artigo tem como objetivos apresentar métodos o método utilizado pelos indianos para
resolver problemas sobre areas de figuras planas, refletir sobre a importancia de sua
insercdo no estudo da geometria em um curso de formagdo de professores, discutir os
recursos didaticos que podem ser utilizados no ensino fundamental e médio para tratar este
assunto, tecer consideragdes sobre a importancia da dimensdo histérica no ensino-
aprendizagem da matematica e contribuir para uma melhor compreensdo de como a
dimensdo histérica pode ser utilizada como um facilitador no processo de ensino-
aprendizagem da matematica.

Palavras-chave: Educa¢do Matematica, Geometria, Histdria da Geometria.
Abstract

This work has as its objectives to present the methods used by the Indians to solve a
problems about areas of plane figures, to reflect on the importance of including it in a
teacher training course, to discuss the materials which could be used to teach this topic in
primary and secondary education, to consider the importance of the historical dimension in
the learning- teaching of mathematics and to contribute to a better understanding of how the
historical dimension can be used to facilitate the learning-teaching of mathematics.

Keywords: Mathematical Education, Geometry, History of geometry.

1. Introducéo

Uma pesquisa sobre em que situagGes, em que culturas e quando se deu a interagdo do
homem com alguns conhecimentos geométricos que sao trabalhados no ensino fundamental
e médio como, por exemplo, o circulo, o quadrado, o trapézio e métodos, métodos para
calcular areas de figuras planas me levou a perceber que podemos identificar formas
geométricas, alguns conceitos e propriedades geométricas no artesanato e nos artefatos de
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diversas culturas, na construcéo de altares, na arquitetura, etc. Assim, acredito que muito do
conhecimento geométrico que é ensinado no ensino fundamento e médio surge das relac6es
gue o homem teve com estas formas e dos problemas significativos para diversas culturas
que procuraram resolver.

Assim, a histéria da Matemética e a etnomatematica permitem perceber alguns
conhecimentos matematicos como resultados das atividades de trabalho de certos grupos
motivados por necessidades rituais ou das relagbes do homem com a natureza, levando a
descoberta e ao aprimoramento constante deste conhecimento para lidar com tais relacoes.

Esta pesquisa se restringiu a uma analise das informacfes encontradas em livros e
artigos sobre a historia da matematica egipcia, babilonica, chinesa e indiana procurando
refletir sobre como tais informagdes poderiam levar a propostas pedagdgicas para 0 ensino-
aprendizagem da geometria em um curso de formacdo de professores, que tipo de
questionamentos com relacdo ao trabalho do professor e sua concepgdes podem ser
levantadas a partir do conhecimento dos modos como cada uma das civilizagdes lidou com
tais conhecimentos e como este conhecimento pode levar a propostas pedagdgicas para o
ensino-aprendizagem da geometria no ensino fundamental e médio.

2. Quadrados e Retangulos

Quando discutimos a questdo do ensino-aprendizagem de &reas devemos considerar dois
aspectos importantes:

i) O célculo da area utilizando uma determinada unidade de medida.

ii) O calculo da area através do processo de decomposi¢do e recomposi¢do da figura
dada.

Este segundo aspecto é muito encontrado na historia da matematica das civilizagfes
citadas e consiste em transformar a figura que desejamos calcular a area em uma outra
figura, de mesma area que a figura dada, cujo método para calcular sua area seja conhecido.

Todas essas civilizagBes utilizavam para o célculo da &rea de um retangulo o produto
dos comprimentos de dois dos seus lados adjacentes. Assim, dada uma regido do plano que
se deseje calcular a &rea o objetivo era construir um retangulo ou quadrado de mesma area
que a regido dada.

Por exemplo, um dos altares publicos cuja construcéo esta descrita nos Sulbasutras é o
x f ) 1
altar do falcdo. Sua forma basica tinha uma area de 75 purushas' quadradas; o corpo do

altar era um quadrado 2 x 2 (4 purushas quadradas), as asas e a cauda um quadrado de uma
purusha cada. Para que a imagem pudesse estar bem préxima da forma real de um péssaro,
asas e caudas foram alongadas — a primeira em um quinto de uma purusha e a segunda em
um décimo [Figura 1].

! Uma purusha equivale & altura de um homem com os bragos esticados para cima. Sarasvati, S. S. P. p. 44
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Figura 1

Esta era o tamanho e a forma do altar do falcdo em sua primeira camada.
Na segunda construgdo, uma purusha quadrada era acrescentada, isto é, a area do

. . 1 . x
segundo altar seria entdo de 85 purushas quadradas; na préxima construcdo, outra
purusha quadrada era acrescentada e assim por diante, até chegar a uma é&rea de

1 : . . .
1015 purushas quadradas. E importante observar que na constru¢éo dos altares maiores

(8%, 9%, ..., etc) amesma forma do altar basico é exigida.

Temos aqui 0 problema geométrico de construir figuras semelhante a da figural de
areas 83, 93, ..., EfC.
2 2

A dimensao histérica permite perceber alguns conhecimentos matematicos como
resultado da necessidade oriunda das atividades de trabalho de certos grupos de
profissionais. Assim uma forma social da matematica surge, a saber, matematica
como conhecimento basico de certas profissdes ou trabalhos, como por exemplo, o
trabalho dos subakaras? indianos. Outro exemplo desta forma social de matematica
¢ o conhecimento matematico desenvolvido pelos astrélogos-astronomos da
Antigliidade. Vemos assim um conhecimento matematico estritamente ligado as
funcbes praticas como um meio de resolver problemas.

De acordo com a descricdo contida em Seidenberg®, inicialmente eles acrescentavam
uma unidade a area total dos sete quadrados sem o alongamento proporcional das asas e da
cauda. Depois faziam esse alongamento de forma proporcional, i.e., um quinto em cada asa
e um décimo na cauda.

2 Responsaveis pela construcéo dos altares.
® Seidenberg, A. p. 491
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Assim, o problema fica resolvido se soubermos como construir um quadrado de éarea
. A ) 1 A - N
igual a de um retangulo dado. No caso do altar de area 85 , 0 retdngulo teria dimensdes 1
1
purusha por 17 de purusha.

Um método utilizado pelos indianos para
Construir um quadrado de area igual a um retangulo
é encontrado no Baudhayana Sulbasutra e pode ser descrito como segue*:

= Considerar um retangulo ABCD dado. [Figura 2]

D C
X Y P
[= Rl E
L M |N
G Q
A B
Figura 2

= Marcar L sobre AD, tal que AL = AB.
= Completar o quadrado ABML.

= Bissectar LD em X e divida o retdngulo LMCD em dois retangulos iguais com a
reta XY.

= Mover o retdngulo XYCD para a posi¢do MBQN.

= Completar o quadrado AQPX.

= Girar PQ sobre Q até ele tocar BY emR.

= Desenhar RE paralela a YP e completar o quadrado QEFG.
O quadrado QEFG tem a mesma area do retangulo ABCD.

O Baudhayana Sulbasutra ndo oferece nenhuma prova deste resultado mas, é possivel
verificar a veracidade do método utilizando nossos conhecimentos de geometria plana.

4 0’Connor, J. J.; Robertson, E. F. p.2
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De fato,
area(ABCD) = area(ABXY) + area(XYCD) =
= area(ABXY) + area(MNBQ) =
= area(AXPQ — area(YMNP)
= (PQ)* - (PN)’
Por outro lado,
area(QEFG) = (QN)* = (QM)? — (MN)? = (PQ)* - (PN)?
Logo,
area(ABCD) = area(QEFG)
No Apastamba Sulbasutra encontramos o seguinte método para resolver o mesmo
problema’:
= Seja ABCD o retangulo dado. [Figura. 3]

D C
L H / G
K F E
M A B
Figura 3

= Levantar os lados menores sobre 0s maiores de maneira que AF=AB =BE =
CD

= Tracar HG mediatriz dos segmentos CE e DF.

» Prolongar EF até K, GH até L e AB até M, de modo que FK =HL =FH = AM

= Tragar o segmento ML.

= Construir um retangulo cuja diagonal é igual a LG e o lado menor igual a HF.
Entdo, o lado maior BN desse retangulo é o lado do quadrado procurado.

® Matematicas em india, p. 2
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Um modo de construir o retangulo indicado no sexto item é tracando uma

circunferéncia de centro G e raio HF e depois uma tangente a essa circunferéncia passando
por B.

Para provar que a area do quadrado de lado BN é igual a area do retangulo ABCD basta
observar que

(BN)? = (NG)’ - (BG)* = (LG)* - (HF)* =
= area(MBLG) — &rea(HFKL) =
= area (ABGH) + area(AMFK) =
= area(ABGH) + area(HGDC) =
= area(ABCD).

Alguns resultados da geometria estudados no ensino fundamental e médio
podem ser discutidos a partir da analise desse método.

O problema de transformar um retangulo em um quadrado de mesma area é encontrado

nos Livro Il dos Elementos de Euclides e sua solucéo difere da encontrada nos Sulbasutras
como é possivel ver a seguir:

Transformar um retdngulo em um quadrado.
Solugéo:
= Seja ACFE o retangulo dado (Figura 4).

B/\

Figura 4

= Prolongar AC até D de modo que AD = AE.
= Desenhar um semi-circulo DBC cujo diametro seja DC.

» Prolongar o lado EA do retangulo até que ele encontre o semi-circulo em B.
= AB é o lado do quadrado pedido.

De fato, o tridngulo DBC é retangulo em B (inscrito em um semi-circulo).
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O:s triangulos DAB e BAC sdo semelhantes (AAA)

AD_AB _ AD.AC=(AB) = AE-AC=(AB)
AB AC
(i.e)
area (AEFC)=4rea(ACGB)
(i.e.) o retdngulo AEFC e o quadrado ACGB so equivalentes.
E interessante observar que uma das relagdes métricas em um triangulo retangulo

trabalhadas no ensino fundamental é a de que AD~AC:(AB)2 onde AB é a altura

relativa a hipotenusa e AD e AC as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa do triangulo
mas, esta relacdo € vista do ponto de vista algébrico e, o fato da expressdo poder ser
interpretada como uma relagdo entre a area do quadrado de lado AB e a do retangulo de
lados AE e AC néo é considerada.

Um outro fato caracteristico dos rituais indianos era a combinagdo de deuses em um
Gnico deus. Como na religido indiana um deus era representado por um quadrado, a
combinacdo de deuses conduziu ao problema de achar um quadrado, igual em area, a soma
de dois quadrados ou mais quadrados dados.

No Satapatha Brahma (VI, 1, 1, 1-3) encontramos®:

No comeco o Rishis [ar vital] criou sete pessoas separadas, que eram semelhantes a
quadrados. .... Permita-nos fazer essas sete pessoas em uma Pessoal, em seguida essas sete
pessoas sdo compostas no altar do falc&o.

Um método para resolver o problema de
Construir um quadrado, igual em area, a dois quadrados desiguais.
aparece em muitos dos diferentes Sulbasutras:
= Sejam ABCD e PQRS dois quadrados dados. [Figura 5]
= Marcar um ponto X sobre PQ tal que PX seja igual a AB.

S R
D C
A B P X Q
Figura 5

® Seidenberg, A. p. 492
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Entdo, o quadrado de lado SX tem area igual a soma das areas dos quadrados ABCD e
PQRS.

O fato de SX ser o lado do quadrado procurado é uma conseqliéncia imediata do
Teorema de Pitagoras.

De fato, pelo teorema de Pitagoras,
PX? + PS? = SX?
Mas,
AB? = PX?
Logo,
4rea (quadrado de lado SX) = SX? = AB? + PS? = area (PQRS) + area (ABCD).

O Katyayana Sulbasutra também fornece um método para combinar qualquer nimero
de quadrados de mesma area em um Unico quadrado cuja area seja igual a soma das areas
dos quadrados combinados. [Figura 6].

AT aaEgeATAREy g gErfs arfy wafa fad fgrom-asa

owrfamify | safadafy arqeasdla )

Figura (K. SL VL7

Datta’ fornece a seguinte interpretagdo para o texto

Tantos quadrados [de lados iguais] quantos vocé deseja combinar em um, a linha
transversal sera um a menos do que isso [0 nimero de quadrados], duas vezes o lado serd
um a mais do que isso [0 nimero de quadrados]. Ele serd um tridngulo. Faca aquele [o lado
do quadrado desejado] como sua altura [do triangulo].

O método proposto pode ser descrito, como segue:

. Seja n o0 nimero de quadrados iguais que devem ser combinados para
formar o Unico quadrado e a 0 comprimento dos lados de todos os quadrados a
serem combinados.

. Construir um triangulo ABC is6sceles de lados (n+ha

[Figura 7]

e base (n-1)a.

" Datta apud Amma, S. T. A. p. 43
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AC - BC — (n+Da

AB=(n-Da

A B

W] |

Figura7

= Construir a altura CD do triangulo ABC.

= Construir o quadrado de lados CD. Este é o quadrado.
De fato,
A érea do quadrado de lado CD ¢ igual a (CD)%

Pelo teorema de Pitagoras, CD? = AC* — AD?

Logo,
cD? = (n+1)%a® (n-1)°a*
4 4
2 _n2_ _ 2
:(n +2n+1 ; 2n—Da _ na?

Métodos para construir quadrados cujas areas sdo fragdes da area de um quadrado
dado, também séo encontrados nos Sulbasutras. Por exemplo, como o altar Sautramani é

3 do Saumiki, os Sulvasutras fornecem um método para construir quadrados cuja area é

%daquela de um quadrado dado. O método utilizado pode ser generalizado para uma

fracdo qualquer da area do quadrado.

O método [Figura 8] apresentado no Katyayana Sulbasutra pode ser interpretado como
segue:
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qAAFAAT 2q1=g7a7 | SRR A967 FONGE TA90T: |
AANCTIEY: gaaFon | g

(K. SI. 15-18)2

Figura 8

. Dividir o quadrado dado em 9 partes iguais, dividindo cada um dos seus
lados em 3 partes iguais [Figura 9]

Figura 9

Cada um dos quadrados da divisdo tem &rea igual a %daquela do quadrado dado.

» Combinar 3 destes quadrados para formar um quadrado de area % daquela do

quadrado dado.

Podemos, através de um processo indutivo, levar nossos alunos a perceberem que este
método utilizado pelos indianos pode ser generalizado fornecendo-nos um método para

. L m_ .
construir quadrados de area igual a — da area de um quadrado dado.
n

Se desejamos construir um quadrado de area igual a m daquela do quadrado dado,
n

procedemos do seguinte modo:
= Dividir os lados do quadrado em n partes iguais, construindo uma malha de

quadrados cuja area é igual a iz da area do quadrado dado.
n

. . m
= Combinar nm desses quadrados para formar um quadrado de area mn —- = —
n° n
da area do quadrado dado, resolvendo assim o problema.
Um outro problema, semelhante ao anterior, encontrado nos Sulbasutras
Dividir um quadrado em 21 retangulos congruentes.
A solucgdo é do mesmo tipo da que acabamos de apresentar.
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“Tendo dividido o quadrado ... em sete partes (por linhas tra¢adas de leste
para oeste) temos que dividir suas larguras em trés parzes. ”

3. O Trapézio

Na Antigiiidade o trapézio, mais especialmente o trapézio is6sceles, teve lugar de honra
na religido Védica e na fé Jaina, e o interesse por esta figura geométrica continuou até a
escola de Aryabhata.

No periodo Védico o interesse dos indianos pelo trapézio isdsceles estava associado a
ocorréncia dessa figura em seus monumentos e altares [Figura 10] e, de acordo com
Seidenberg, todas as esperanc¢as dos indianos para salde e riqueza estavam associadas ao

i 8
trapézio®.

Figuré 10

Veremos a seguir que os Sulbasutras fornecem métodos geométricos para construir um
trapézio, calcular sua area e transforma-lo em um retangulo ou quadrado de mesma area ou
0 inverso.

Os Sulbasutras reconhecem que a area de um trapézio isésceles é igual a metade da
soma da base e do topo multiplicada pela altura.’

No Apastamba Sulbasutra (V , 7), o vedi — altar empregado nos sacrificios Soma — um
trapézio isésceles com 36 unidades de altura e lados paralelos de 30 e 24, é dito ter area de
972 unidades quadradas.™®

“(Para estabelecer isto), desenhe (uma linha) do sul amsa (D na figura 11) até o sul

sroni (C), (a saber) para (o ponto E que é) 12 (padas do ponto L de prsthya). Apos o

gue giramos a peca cortada (ie. O triangulo DEC) e levamos para o outro lado (ie.

8 Seidenberg, A. p. 108; Amma, S. T. A. p 70
® Amma, S. T. A. p. 52
0 sarasvati, S. S. P. p. 109; Seidenberg, A. p.518
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para o norte). Entdo o vedi obtém a forma de um retangulo. Nesta forma (FBED)
calculamos sua drea.”

F A M D
12 12
36
15 12 E
—
%’_/C
B L 15
Figura 11

Muitos escritores dos Sulbasutras afirmam que ndo havia nenhuma prova nele mas, para
Seidenberg, isto é uma prova e existem outras deste tipo nos Sulbasutras™.

A solugdo dada pelos indianos pode ser re-escrita da seguinte forma:
= Construir uma perpendicular a BC passando pelo ponto D. [Figura 11]
Essa perpendicular intercepta BC em E e, a distancia de E a L é igual a 12 unidades.

= Girar DEC e levar para o outro lado fazendo coincidir os pontos D comBe C
com A de modo que o ponto A fique entre F (nova posi¢do do ponto C) e D.

= FDEB é um retangulo que tem a mesma area do trapézio ADEB.
* Logo, area(ADEB) = &rea(FDEB) = 36x27 =972.
A anélise desta solucéo apresentada pelos indianos permite deduzir a formula geral para

a area de um trapézio isdsceles como @ . [Figura 12]

De fato,
area(ADCB) = area(FDEB) = (x + b)h

Mas, X _B-b
2

Logo, area(ADCB) = BTer h

! Seidenberg, A. p.518
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X b
h
B X
Figura 12

Que ¢ a formula conhecida para a area do trapézio.

A discusséo desse método indiano para calcular a area de um trapézio isdsceles permite
discutir varios resultados da geometria plana, a saber:

= Calculo da area de um trapézio;
= Construgdo de um retdngulo de mesma area que a de um trapézio dado;
= Congruéncia cateto-hipotenusa para tridngulos retangulos.
Outros problemas sobre construcdo de trapézios sdo encontrados nos Sulbasutras:

Transformar um retangulo ou quadrado em um trapézio de mesma area com a base
menor dada.

O Baudhayana Sulbasutra apresenta a seguinte solucgéo:

TgeRTdsimfAy s ol fdsad s dewenar fawss
€ = ~ : ) i
famizazaiazeng |

2 (B. SI. 1. 55)
Fiaura 13

[Se vocé deseja fazer um quadrado ou retdngulo menor em um lado, deve cortar a
porcéo do lado menor. O resto deve ser dividido pela diagonal, invertido e atado ao outro
lado.]

Isto sugere a seguinte construgéo:
= Considere o retangulo ABCD [Figura 14];
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A F B
Figura 14

= Seja DE o tamanho do lado menor e EF uma perpendicular a AB;
= Tracar a diagonal EB;
= Os tridngulos EFB e ECB tém a mesma area;

= Inverter o tridngulo EBC e transferi-lo fazendo coincidir o lado BC com DA
[Figura 15];

E’ A F B
Figura 15

* O trapézio E’BED tem mesma area do retangulo ABCD.

O Satapatha Brahmana fornece outro método para esta conversdo que pode ser descrito
Como segue:

A face do quadrado ABCD é encurtada de modo que DD’ = CC’ ¢ a base ¢ alongada o
mesmo comprimento [Figura 16].

D D C C

SN
AN

A’ A B B’
Figura 16
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O procedimento pode ser descrito como segue:

» Seja ABCD o quadrado que sera transformado em um trapézio de lado menor EF
dado.

= Dividir EF ao meio por um ponto M.

=  Marcar D’e C’ sobre DC de modo que DD’ =C’C=EM ¢ A’ ¢ B’ sobre AB tais
que A’A=BB’=EM

= O trapézio A’D’C’B’ tem mesma area do quadrado ABCD.

De fato, Os triangulos DD’G; AA’G; CC’H e BB’H sao congruentes [ALA] e portanto
possuem a mesma area.

Além disso, G e H sdo pontos médios de AD e BC.

Observe que as construcBes acima sdo de trapézios isdsceles e podem ser feitas com
régua e compasso.

Com relacgéo ao problema de
Transformar um trapézio em um reténgulo equivalente.

0 Apastamba Sulbasutra trata deste problema mas ndo apresenta uma solucéo geral e sim
como um meio de achar a &rea do trapézio de Mahavedi [Figura 17].

gfgwenidarg_granyg afwwear soar famad, 82 fagder 9939 SUREaE | 41
&ratf sgvar | aguarat gasiia

Figura 17

[Da quina superior sul baixe uma perpendicular até a inferior sul a uma distancia de
12 (padas de prsthya). O pedaco removido deve ser colocado invertido no lado norte. Este
é o reténgulo. A pessoa deveria examina-lo entdo unido.]

Isto é, para transformar um trapézio ABCD (de lados 24 e 30) em um retangulo deve-se
proceder do seguinte modo:

» Desenhar uma perpendicular CB’ [quina superior sul] a AB estando a 12 padas
[pés]de PQ, o prsthya. [Figura 18].

D P C
A Q B B
Figura 18
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= Colocar o triangulo B’CB na posigdo ADD’.[Figura 19].

D D C

........

Figura 19

Entdo a area do retangulo AB’CD’¢ igual a do trapézio ABCD.

Observe que 0 método descrito acima permite transformar um trapézio isésceles em um
retdngulo independentemente de quais sejam suas medidas.

Um outro problema interessante que aparece na histéria da matematica indiana é a
construgdo a base do altar smasana (um altar no qual uma bebida chamada soma era
oferecida como um sacrificio aos deuses) pode Sua base tinha que ser construida com
dimensGes precisas para que o sacrificio desses bons frutos.

A base do altar smasana é um trapézio ABCD onde AD e BC medem 24 e 30 padas e a
altura 36 padas. [Figura 20].

—
\; g‘/

AN

Figura 20

As instrucdes para construcdo deste altar no Apastamba Sulbasutra pode ser descrita,
em nota¢&o moderna, como segue:

= Com a ajuda de uma corda marcar XY, que mede exatamente 36 padas.

= Ao longo desta linha localizar os ponto P, R e Q tais que XP, XR e XQ sejam
iguais a 5, 28 e 35 padas, respectivamente. [Figura 21].
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13

Figura 21

= Construir as perpendiculares a XY passando por X e por Y.

Essas perpendiculares podem ser construidas usando dois dos pontos P, Q ou R e 0
teorema de Pitagoras:

De fato,

= Se Ae D sdo os vértices do trapézio a ser construido estdo sobre a perpendicular
a XY passando por X.

XA = XD = 12 padas
» Logo, os triangulos XAP e DXP sdo retangulos com catetos medindo 12 e 5
padas. A hipotenusa AP e DP medem portanto,

AP = DP = /12° +5* =13
Logo, para construir a perpendicular a X basta pegar uma corda de comprimento 12 + 5
+ 13 padas; fazer marcas a uma distancia 5 e 12 de cada uma das extremidades; fixar as
extremidades da corda em X e Y e estica-la pela marca 12 que tocard o solo no ponto A
desejado. De modo anéalogo encontra-se D.

Para construir a perpendicular BC a Y podemos trabalhar com o terno pitagérico (8 =
RY, 15 = YB = YC, V15’ +8* =17 =RB = RC).

Observe que para construir o trapézio ABCD bastam dois dos pontos P, Q e R. Na
discussao acima os pontos P e R foram suficientes para construir o trapézio.

Uma observacéao da figura 21 permite levantar as seguintes questées:

1. O ponto O de intersecdo das diagonais de um trapézio isdsceles esta na mediatriz
do das bases AB e CD? E em um trapézio qualquer?

2. Dado um trapézio ABCD qualquer, com base AD e BC, sejam X e Y 0s pontos
médios das bases AB e CD respectivamente, o ponto de encontro das diagonais e P
e Q os pontos de intersecdo dos triangulos [Figura 22]. Que propriedade satisfaz
os pontos O, P e Q? E as retas PQ, AD e BC?
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B N C
Figura 22

No problema 52 do papiro egipcio Rhind [Figura 23] a area de um triangulo “truncado”
ou seja, um trapézio, ¢ obtida pela multiplicacdo da média aritmética da base e “corte dos
lados” pela altura?,

Este procedimento nos induz a um método para chegar a férmula da area do trapézio a
partir da area do tridngulo, que era conhecida pelos egipcios. A saber,

Considere um trapézio qualquer ABCD cujas bases paralelas sdo AB e CD
respectivamente. [Figura 23].

E
D L - C
h
B
A Figura 23

O trapézio ABCD pode ser obtido cortando o tridangulo ABE por uma reta paralela a
AB passando pelos pontos D e C dos lados AE e BE do tridngulo.

Se h e h; séo as alturas do trapézio ABCD e do triangulo DEC relativa a base DC
respectivamente, temos que:

A altura do triangulo ABE é h + h;

A érea do trapézio ABCD = area AEB — area DEC

2 Robins, G.; Shute, C. p. 47
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Mas ,

area de AEB = w

e area de DEC = %hl

Logo,
Area do trapézio

ABcD = 2B +h) €D,
2 2
Pela semelhanga dos triangulos ABE e DCE:

h__cp
h+h, AB
Mas,

B TS Cc ) .
AB AB AB AB-CD

Avrea do trapézio ABCD =
1 As(&hmj_co(&jh
2 AB-CD AB-CD

_h AB-CD+AB?-AB-CD-CD?
AB-CD

2

_h [(AB—CD)(AB+CD)}
T2 AB-CD

_ AB+CD
2
que é uma férmula aplicada atualmente para calcular a area do trapézio.

E interessante que os futuros professores conhecam como um tépico da
geometria era visto por varias culturas ou sociedades e do significado que este
assunto tinha para cada uma delas e comparar o significado e importancia deste
tépico em nossa sociedade; na época em que ele — futuro professor — estudou este
assunto e atualmente. Isso ajudara a priorizar determinados tdpicos do curriculo de
matematica no momento de sua pratica e entender melhor a atitude dos seus alunos
com relagdo ao assunto a ser estudado. Assim, a histéria da geometria pode nos
ajudar na construgdo do programa a ser desenvolvido em uma determinada série e
na tomada de decisdo quanto ao nivel de profundidade e de relevancia de um
determinado topico.

h

4. Area do Circulo

O circulo e o quadrado sdo duas formas geométricas que aparecem nas civilizacbes
indiana, chinesa, babildnica, egipcia, africana e entre os indigenas brasileiros. Estas formas
estdo associadas a rituais religiosos, astronomia, arquitetura ou tecelagem e muito
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conhecimento geométrico pode ser identificado nestas civilizagbes a partir da analise de
como essas formas foram incorporadas a cultura de cada um desses povos.

Na antiga civilizagdo indiana existiam sepulturas quadradas e circulares e, por um
motivo que ndo se conhece, as duas sepulturas teriam que ter a mesma érea.

Isso conduziu aos problemas:
» Da circulatura do quadrado®:
Achar um circulo igual em area a um quadrado dado.

E possivel descrever a solucdo apresentada no Apastamba Sulbasutra para este
problema como segue:
= Dado um quadrado ABCD (Figura 24)
= Achar o centro.

= Girar OD para a posi¢do OE, que esta na linha OP, onde P é o ponto médio de
CD.

= Seja Q o ponto entre P e E, tal que PQ = (% )PE.

O circulo desejado tem centro O e raio OQ.

E

D:_'""I.- — C

£
2

o
A\\// B
Figura 24

Se £ é o lado do quadrado e d o didmetro do circulo temos que o raio r do circulo é
dado por:

13 Eves, H. p. 257; Seidenberg, A. p. 515, p. 173 e p.325; Serres, M. p. 158; Katz, V. J. J. p. 41;
Joseph, G. G. p. 317; O’Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 3
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r=

N

—0Q=0P+1pPE =f+1(0E—0P)
3 23

_m[@_q _N2r 20 (242

2312 2/ 6 6 6

Esse resultado para o raio do circulo apdia a afirmacéo de que o problema de calcular

valores aproximados para J2, pelos indianos, poderia estar associado ao problema da
circulatura do quadrado como afirma Seidenberg™* e ndo da duplicacdo do quadrado como

sugere Joseph'® e a sugestdo de Datta para chegar ao calculo de J2 encontrado nos
Sulbasutras.

Comparando o resultado obtido pelos indianos com a férmula para area do circulo que
conhecemos hoje temos:

7r? = ¢?
onde
(ﬁ + 2)(
r=
6
ou seja,
(V2 + 2)2 i
T =0
36
(i.e)
36
(2+27¢

Substituindo pela aproximacédo para J2 usada pelos indianos*® obtemos um valor de
7 = 3,088307912737542133077746960838
> A quadratura do circulo®’:

Construir um quadrado de area igual a de um circulo dado.
Solucdo apresentada pelos indianos nos trés Sulbasutras®:

1 Seidenberg, A. p. 517

' Joseph, G. G. p. 319

16 \Ver pag . 114 deste capitulo.

" A quadratura do circulo é um dos trés problemas classicos da geometria grega juntamente com a trissecgéo do
angulo e duplicagéo do cubo.

18 Joseph, G. G. p.318, Seidenberg, A. p. 326; p.173; Katz, V. J. p. 21
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"Se vocé deseja transformar um circulo em um quadrado, divida o didmetro em oito
partes e novamente uma dessas 8 partes em 29 partes; dessas 29 partes remova 28 e, além
disso, a sexta parte (da parte deixada) menos a oitava parte (da sexta parte)."

Ou seja,

d d d d
(=d—-| -+ + -
8 829 6.8.29 8.6.8.29
onde d é o diametro do circulo.
Isso equivale a tomar como aproximagdo para z o valor:

7 = 3,02802501491486656097238736953362

Vale a pena observar que muitos valores diferentes de = aparecem nos Sulbasutras,
inclusive valores diferentes em um mesmo texto. Cada construgdo implicava em um algum

valor de w. Por exemplo, no Baudhayana Sulbasutra, aparece o valor de glzg como

também ﬂ e @ Em Sulbasutras diferentes todos os valores 2.99, 3.00, 3.004, 3.029,

289 361
3.047, 3.088, 3.1141, 3.16049 e 3.2022 podem ser achados e o valor 72'2%:3.125 é

encontrado no Manava Sulbasutras®®.

Um sucesso notavel das mateméticas védicas foi o descobrimento de um procedimento
para calcular raizes quadradas com alto grau de aproximagao. O problema pode ter surgido
originalmente da tentativa de construir um altar quadrado cuja area seja 0 dobro da de um
altar quadrado dado [unido de dois deuses em um deus]. Encontramos um procedimento

para determinar um valor aproximado para ~/2 dado por Apastamba e Katyayana®® em seus
Sulbasutras que pode ser reformulado da seguinte maneira [Figura 26]:

qH AATAA FEATEAGE wrerEgieaman afawg: |
(Ap. SI. 1. Sand B. 8. 1. 61~
Figura 25

“Aumente a medida em sua terca parte e esta terca parte em sua propria quarta
parte, menos a trigésima quarta parte desta quarta parte. Este valor é uma quantidade
especial em excesso.?”

9 0Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 3 Seidenberg, A. p. 103

0 Amma, S. T. A. p. 42.

2 As traducBes dos textos em sanscrito que aparecem neste trabalho foram feitas a partir das traducdes para o
inglés encontradas em Amma, S. T. A.
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Se tomarmos uma unidade como a medida do lado do quadrado, esta formula da o
comprimento aproximado da diagonal do quadrado (lado do quadrado desejado) com

1 (1)1} 1(1(/1
2= 5+(5)3)alals)
:1+l+i—#:ﬂzl.414215686
3 34 3-4-34 408
Um comentarista dos Sulbasutras, Rama, que viveu em meados do século XV d.C.,
apresentou uma outra aproximacao para J2 acrescentando os seguintes termos a equacao:
1 N 1
3-4.34.33 3-4.34.34

Nenhuma indicacdo € dada de como os autores dos Sulbasutras acharam esse notavel
resultado. No entanto, varias explica¢fes tém sido propostas. Datta, em 1932, fez uma bela
sugestdo de como esta aproximagdo pode ter sido alcancada.

A idéia bésica da sugestdo de Datta para chegar ao célculo de J2 encontrado nos
Sulbasutras consiste em tomar dois quadrados e recortar o segundo, montando-o em torno
do primeiro a fim de obter um quadrado duas vezes maior.

Essa sugestdo é razoavel devido ao problema encontrado nos Sulbasutras, que pode ter
motivado o célculo desta aproximacdo para J2 ou seja,
Construir um altar quadrado, cuja area seja o dobro de um altar quadrado dado.

Célculo aproximado de J2 usando a sugestdo de Datta:
= Tomar dois quadrados equivalentes.

G F
| | S R
2 3 3
D
C
1 2
1
P Q
A B E Figura 26

= Cortar o segundo quadrado em trés tiras iguais.

= Colocar as tiras 1 e 2 em torno do primeiro quadrado como indicado na [Figura
26].
= Cortar um quadrado no topo da terceira tira e colocar na posicéo 3.
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Temos um novo quadrado, mas que ainda ndo é o quadrado procurado. Restam algumas
partes do segundo quadrado que tém que ser reunidas em torno do primeiro.

2 . L
= Cortar as partes restantes (gde uma tira) em 8 tiras iguais e amarrar em torno do

quadrado que estamos construindo na [Figura. 27].

Usamos agora, todas as partes do segundo quadrado, mas a nova figura que construimos
ainda é quase um quadrado, faltando um pequeno quadrado no canto para completa-la.

O lado desse “quase” quadrado ¢é

1+%+E(Ej=1+l+ !

8l 3 3 3.4
gue sdo realmente os primeiros trés termos da aproximagcao.
, NER !
A éarea do pequeno quadrado é| — | =—.
12 3-4

Para fazer a &rea do quadrado AEFG aproximadamente igual a soma das areas dos
quadrados originais ABCD e PQRS, imagine que se corte duas tiras muito estreitas de
largura x do quadrado AEFG no seu lado esquerdo e inferior.

Entdo,
2
ax 1+t L) x2 = ij
3 3.4 3.4

Simplificando a equagdo e ignorando x* (uma quantidade insignificante), temos

2
2x(1+1+i]5£ij
3 3.4) (3.4
(12+4+1j ( 1 JZ
x| 2 AT |
3.4 3.4
() =) (5)3
3.4 3.4 17 ) 2

1
3-4.34

1

3-4

X=

A diagonal de cada um dos quadrados originais 2, que pode ser aproximada pelo
lado do novo quadrado

(i.e.)

1 1 1
V2 =1+ 2+~
3 34 3:4-34
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As civilizagdes antigas usavam métodos aproximados para resolverem problemas o que
permitiu a solucdo de alguns cujos métodos de resolucdo atuais exigem técnicas
encontradas na matematica em épocas mais recentes. Analisar em um curso de formagao
de professores, os diversos métodos e técnicas encontrados na histéria da matemaética e na
etnomatematica para resolver um determinado problema, discutir a possibilidade de colocar
os alunos do ensino fundamental e médio em contato com aqueles métodos que fossem
adequados ao seu nivel de escolaridade e propiciar a oportunidade de discutirem métodos
descobertos pelos proprios professores-alunos poderia incentiva-los a fazerem um trabalho
semelhante no ensino fundamental e médio.

5. Bibliografia

AMMA, S. T. A. Geometry in Ancient and Medieval India 1a. ed. india: Motilal
Banarsidass, 1979. 280 p.

BYERS, V. Por que Estudar a Histériada Matematica International Journal Matematics
Education, Science and Technologie, v. 13, n. 1, p. 59-66, 1982.

DAHLKE, R., Mandalas . Tradugdo M. Martincic. 10 a. ed. S&o Paulo: Pensamento, 1995.
346 p.

EVES, H. Introducédo a Histéria da Matematica. Tradugdo Domingues, H. H. Campinas:
UNICAMP, 1997. 843 p. (Repertdrios.)

JOSEPH, G. G. The Crest of The Peacock 2a. ed. USA: Princeton University Press, 2000.
455 p.

KATZ, V. J. A History of Mathematics. An Introduction 2a. ed. USA: Addison-Wesley
Educational Publishers Inc., 1998. 856 p.

KATZ, V. J. Egyptian Mathematics In: HISTORIA E EDUCACAO MATEMATICA,
1996, Braga. Histdria e Educacdo Matematica. Proceedings. Actes. Actas. v. |. Braga,
1996. p. 45-53.

Matematicas en India. Disponivel em: <http://matematicas.metropoli2000.com/codigo/
historia/india/matematicas.htm> Acesso em: 23 jun. 2000.

O'CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. The Indian Sulbasutras Disponivel em:
<http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Indian_sulbasutras.html>
Acesso em: 2 set. 2001.

ROBINS, G.; SHUTE C. The Rhind Mathematical Papyrus. An Ancient Egyptian Text
la. ed. New York: Dover Publications Inc., 1987. 60 p.

SARASVATI, S. S. P. Geometry in Ancient India india: Govindram Hasanand, 1987.
230 p.

SEIDENBERG, A. On the Volume of a Sphere Archive for History of Exact Sciences,
Berlin, v. 39, n. 2, p. 97-119, Dezembro 1988.

RBHM, Vol. 4, n° 8, p. 189 - 214, 2004 213



Maria Terezinha Jesus Gaspar

SEIDENBERG, A. The Origin of Mathematics Archive for History of Exact Sciences,
Berlin, v. 18, n. 4, p. 301-342, Junho 1978.

SEIDENBERG, A. The Ritual Origin of Geometry Archieve for History of Exact
Sciences., p. 488-527, 1963.

SERRES, M. O Contrato Social. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 1991. 142 p. (Nova
Fronteira Verde.)

WUSSING, H. Lecciones de Historia de las Matematicas Madrid: Siglo XX de Espafa
Editores S. A., 1998. 345 p.

YAN, L.; SHIRAN, D. Chinese Mathematics. A Concise History. Traducdo. J. N.
Crossley; A. W.-C Lun. New York: Oxford Science Publications, 1987. 290 p.

Maria Terezinha Jesus Gaspar —
Departamento de Matematica da
Universidade de Brasilia

Endereco: Campus Universitario Darcy
Ribeiro — Asa Norte — Brasilia— DF. CEP.
70910-900

E-mail: mtgaspar@mat.unb.br

214 RBHM, Vol. 4, n° 8, p. 189 - 214, 2004



