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Resumo

Logo ap6s Claude E. Shannon, em 1948, ter publicado o artigo A Mathematical Theory of
Communication, diversas areas se valeram de seus escritos, principalmente por ele ter
desenvolvido uma formula para “medir informac¢do” em seu modelo matematico de
comunicacdo, denominando-a entropia. Shannon optou pela justificativa operacional da
existéncia de sua formula de entropia. Por conseguinte, houve uma expansdo das areas de
investigacBes matemaéticas sobre as possiveis caracterizagdes de medidas de informacao.
Neste texto o objetivo é focar nas estruturas matematicas que fundamentam o conceito de
medidas de informacdo. Estima-se com isso, no sentido didatico, que haja esclarecimentos
com relagdo as multiplas leituras do conceito de entropia.

Palavras-chave: entropia, medidas de informacdo, axiomas, equacgdo funcional, teoria de
Shannon.

[SHANNON'S INFORMATION MEASURE: ENTROPY]
Abstract
Right after Claude E. Shannon had published the article A Mathematical Theory of
Communication in 1948, several areas used his writings, mainly because he developed a

formula to “measure information” in his mathematical model of communication, naming it
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as entropy. Shannon opted for the operational justification of the existence of his entropy’s
formula. Therefore, there was an expansion of the areas of mathematical investigations on
the possible characterizations of information measures. In this text, the objective is to focus
on the mathematical structures that support the concept of information measure. It is expected
that, in the didactic sense, there will be clarifications regarding the multiple readings of the
concept of entropy.

Keywords: entropy, information measures, axioms, functional equation, Shannon's theory.

Introducéo

No desenvolvimento histdrico da matematica ha periodos em que a intuicdo, geométrica ou
ndo, funciona como motor propulsor para o surgimento de novas ferramentas. Ha também
periodos em que a abstragdo e o formalismo acabam por ser “os protagonistas do espetaculo”.
Oscilagdo entre intuicdo e formalismo encontra-se, por exemplo, na interconexao entre o
Célculo, de I. Newton (1643-1727) e G. W. Leibniz (1646-1716), século XVIII, os
Fundamentos da Analise Matematica (HAIRER e WANNER, 1996; JAHNKE, 2003;
LUTZEN, 2003; SCHUBRING, 2005) e Séries de Fourier, séculos X1X e XX (GRATTAN-
GUINNESS, 2007; VAN VLECK, 1914; BRESSOUD, 2007). Com base nisso, estima-se
que algo semelhante possa ter ocorrido com a Teoria da Informacdo, quando Claude E.
Shannon (1916-2001), em seu artigo de 1948 (SHANNON, 1948), desenvolve um modelo
matematico com vistas a operacionalizagdo dos sistemas de comunicacdo e a intuigdo
tecnoldgica, e ndo se debruga nos formalismos matematicos (SHANNON, 1956), subjacentes
a sua formula de entropia: “E dada, principalmente, para conceder uma certa plausibilidade
a algumas de nossas defini¢des posteriores. A real justificativa dessas defini¢fes, entretanto,
residird nas suas implicaces” (SHANNON, 1948, p. 393, tradugdo nossa).

N&o ha davidas de que a plausibilidade de seus desenvolvimentos e de sua intuicdo
em seus teoremas é relevante, além de ser de uma elegéncia matemética magistral. Ndo ha
duvidas também dos imensos impactos que sua teoria acarretou na era da informacéo. No
entanto, ¢ interessante a discussdo sobre “intui¢do operacional” e axiomas, voltada a
processos de comunicagdo, tal como ocorre na literatura (ACZEL et al., 1974; ACZEL e
DAROCZY, 1975; ACZEL, 1984a; ACZEL, 1984b; ACZEL, 1986) sobre 0 quanto se tem
de “natural” e “essencial” nas medidas de informagao e em suas propriedades egressas. Isso
traz a memoria as discussdes sobre os fundamentos da Anélise Matematica no século X1X e
proporciona o seguinte questionamento: seriam as caracteriza¢fes de medidas de informacdo
balizas para novos desenvolvimentos em teoria da comunicacdo? Entende-se que uma
possivel resposta se encontra na relacéo entre o problema filosofico acerca do conceito de
informac&o e o problema técnico acerca de como medir uma informacéo.

Nao ha como negar que a palavra “informacdo” se conecta com tudo aquilo que
transforma, de alguma maneira, 0 modo de pensar. Na matematica o conceito de infinitésimos
(e o conceito de continuum) embasou as discussdes sobre intuicdo geométrica e rigor
matematico. E possivel estimar que na Teoria da Informag&o (Teoria de Shannon) o conceito
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que possibilitaria essa propensa discussdo entre intuicdo operacional e rigor matematico seja
0 conceito de informacdo. Uma investigacdo sobre uma definicdo precisa do conceito de
informacdo pode muito bem revelar ser este um problema aberto na ciéncia. Seriam entédo
todos os problemas abertos, correlatos ao conceito de informacdo, os precursores de uma
hipotética ““futura” era do rigor na Teoria da Informagdo, tal como ocorreu com 0S
Fundamentos da Andlise Matematica? Nota-se que a palavra “informagdo” tem um papel
significativo nesse contexto, haja vista que a teoria de Shannon surgiu, conforme escrito por
John Pierce em seu livro An Introduction to Information Theory, Symbols, Signals and Noise,
com objetivo de melhorias na area de telegrafia, e expandiu-se para outros dominios da
ciéncia que incluem o conceito de medida de informacéo (PIERCE, 1980). Isso acaba por
gerar duvidas com relagéo a palavra “informagéo” presente em sua teoria.

Como um exemplo, pode-se citar David. I. Spivak em seu livro Category Theory for
the Sciences:

“Nao se presta aten¢do ao contelido das mensagens — o que elas significam
— como Shannon diz especificamente em seu artigo seminal:
“Frequentemente as mensagens tém significado; isto €, elas referem-se ou
estdo correlacionadas de acordo com algum sistema com certas entidades
fisicas ou conceituais. Esses aspectos seméanticos da comunicacdo sao
irrelevantes ao problema de engenharia”. Portanto, eu penso que este
assunto estad mal nomeado. Deveria ser chamado teoria da compressao ou
teoria da redundéncia. A informacéo é inerentemente significativa — esse
€ 0 seu proposito — portanto uma teoria despreocupada com significados
ndo esta realmente estudando informacéo propriamente dita. ” (SPIVAK,
2014, p.266, traducéo nossa)

No presente artigo, ndo se entra no mérito, nem na pesquisa, dos questionamentos
acerca do conceito de informacéo, seja com intuicdo, rigor, filosofia ou epistemologia. O
artigo limita-se ao escopo das medidas de informacéo com viés matemaético, sem levar em
conta aspectos semanticos ou interpretativos dessas medidas.

Investiga-se, neste texto, uma trajetdria historica referente aos sistemas axiomaticos
ja existentes, propostos com o intuito de deduzir a formula de entropia de Shannon como a
Unica possivel, diante de um conjunto especifico de axiomas. Questiona-se, de modo analogo
aos fundamentos da Analise Matematica, qual seria entdo a importancia do rigor matematico
na caracterizacdo de medidas de informagdo. Essa vertente, de certa forma, ja foi avalizada
por Shannon, que escreve sobre o caminho da Teoria da Informagdo nos anos que se
seguiriam:

“De fato, o nucleo central da teoria da informagéo é, essencialmente, um
ramo da matemaética, um sistema estritamente dedutivo. Um entendimento
rigoroso da fundacdo matemética e sua aplicacdo em comunicacdo é
certamente um pré-requisito para outras aplicagdes. (...) mas o
estabelecimento de tais aplicagdes ndo é uma simples questdo de traduzir
palavras para um novo dominio, mas sim o lento e tedioso processo de
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hip6tese e verificagdo experimental.” (SHANNON, 1956, p.3, traducdo
nossa)

Ainda ndo se completaram 100 anos da promulgacdo da Teoria de Shannon e ainda
h& muita discussdo sobre as implicagdes matematicas subjacentes a sua teoria, que esta
alicercada, a principio, numa teoria de probabilidades (nota-se, por exemplo, que ha
discussdes sobre o fato de a teoria das probabilidades poder ser considerada um ramo da
teoria da informacéo (INGARDEN e URBANIK, 1962)).

Séo classicos os impactos da Teoria de Shannon em diversas areas, além daquelas
voltadas aos processos de comunicagdo (KANNAPPAN, 2009, p.404; REZA, 1961; COVER
e THOMAS, 2006; VERDU e McLAUGHLIN, 2000). Pode-se, como exemplo, citar Sergio
Verdd, quando diz das medidas de informacdo com Estimagdo Empirica, fundamentadas nos
conceitos de entropia, informacdo mutua e entropia relativa: “A importancia de medidas de
informacéo transcende a teoria da informac&o” (VERDU, 2019, p.2, traducio nossa).

E classica também a busca pela “corre¢do” da matematica presente no artigo de
Shannon?, principalmente com relacdo a sua propria asser¢do, em seu artigo original, de que
a intuicdo deveria prevalecer: “Esse teorema, e as hipdteses requeridas para sua
demonstracdo, ndo &, de forma alguma, necessario para a presente teoria” (SHANNON, 1948,
p. 393, traducdo nossa).

Muitos trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de dar prosseguimento a uma
caracterizacdo matematica, precisa, da formula de entropia

n
H(X) = —Zpi logp;,
i=1

e de seus possiveis desdobramentos matematicos.

A. I. Khinchin (1894-1959), em seu artigo, escrito em russo, de 1953, faz
comentirios sobre a matematica “incompleta” presente nos trabalhos de Shannon?. O
objetivo de Khinchin, em seu livro, era o de fornecer uma matematica precisa e “completa”s,
fundamentada em axiomas e em equag@es funcionais*, cujo norte é a deducéo da férmula de
entropia de Shannon, além, é claro, da demonstragdo de seus teoremas fundamentais. E o

inicio, diga-se, de investigagdes matematicas sobre a deducdo da formula de entropia presente

1 podem-se citar, por exemplo, as criticas do matematico Joseph L. Doob (1910—2004) com relagio a falta de rigor
matematico e auséncia de demonstrag@es suficientes na Teoria de Shannon (DOOB, 1949, p.133).

2 Esse artigo aparece no livro da Dover Publications (tradugo do russo), Mathematical Foundations of Information
Theory (KHINCHIN, 1957)

A primeira caracterizacdo axiomatica de uma medida de informacéo deve-se a Shannon (1948). Como Shannon
enfatizou fortemente a intuicdo em sua caracterizagdo, Khinchin, em 1953 (exposto em Khinchin (1957)), fornece
um tratamento mais sofisticado, mas, segundo Aczél e Dar6czy (1975), ainda com alguns vieses de intui¢do
operacional. J4 em 1956, Faddeev desenvolve uma axiomatica menos restritiva que Khinchin (REZA, 1961).

4 Sobre equagdes funcionais ver Kannappan (2009), 2009Aczél (1966) e Aczél e Dhombres (1989).
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no trabalho de Shannon®. Concomitante aos trabalhos de Khinchin, surgem também fortes
desenvolvimentos agregados ao conceito de entropia, sejam sob a dtica da fisica
(BRILLOUIN, 1956; WEHRL, 1978; WEHRL, 1991), sejam sob a dtica semantica (BAR-
HILLEL e CARNAP, 1953), aspectos ndo abordados por Shannon em seu artigo, haja vista
nao estarem inseridos no propodsito de melhorias dos processos de “comunicacdo elétrica”.
Interessante é a observacdo de que o artigo de Shannon fomentou a diversificagdo de leituras
associadas ao termo “entropia”, mesmo que ndo estejam associadas ao conceito de entropia
desenvolvido por Rudolf J. E. Clausius (1822-1888) em trabalhos sobre termodindmica
(CLAUSIUS, 1865, 1867), nem ao conceito de entropia visto sob a ética da mecénica
estatistica, conforme indicado em Pierce (1980).

No presente artigo, analisam-se, sob a forma de compilacédo de resultados ja obtidos,
haja vista serem resultados classicos, algumas caracterizagc@es de medidas de informacédo,
sendo que a entropia de Shannon se configura como uma delas. Esta exposi¢do tem como
meta principal esclarecer a contraparte matematica da entropia de Shannon, e com isso,
balizar as possiveis investigacdes sobre a diferenca conceitual entre o classico conceito de
entropia da Fisica, da mecéanica estatistica, e o de Shannon, mesmo tendo eles 0 mesmo
nome®.

O sentido matematico dessas caracterizagdes € o de analisar quais sdo 0s axiomas
que fundamentam a férmula de entropia de Shannon, tornando, de certa forma, os teoremas
da Teoria de Shannon dedugBes em um sistema axiomatico. Com isso, é possivel demonstrar
que a formula de entropia de Shannon se revela como Unica possivel, levando-se em conta
um determinado sistema de axiomas. Mais ainda, estima-se que com isso se abram espacos
ndo somente para possiveis inovacgdes tecnoldgicas, mas também para colocar os conceitos
associados a entropia em patamares matematicos sélidos. Nesse caso, o foco na busca por
axiomas é o foco também na busca por equagdes funcionais, que fundamentem e determinem
de forma Unica a formula de entropia proposta por Shannon em seu trabalho de 1948. Com
viés didatico, opta-se por expor uma demonstracédo cléssica da férmula

h(p) = —log,p p € (0,1]

para um sistema simples de informagéo de um evento. Desse modo, entende-se, facilita-se a
interpretacdo da rela¢do entre “informacdo” e “incerteza”, presentes na teoria matematica de
comunicagdo de Shannon. Indicam-se também os axiomas utilizados por Shannon em seu
artigo, muito bem apresentados no livro de Robert B. Ash (1935-2015) (ASH, 1965), além
da exposigdo de outras axiomaticas que caracterizam a medida de informagdo de Shannon.
Exp0e-se ainda uma breve discussdo sobre intuicdo operacional relacionada as equacGes
funcionais presentes nesses sistemas axiomaticos.

5 Nota-se que todo o trabalho de Shannon ¢ “palco” de investigagdes matematicas, sejam elas na formula de entropia,
sejam em seus teoremas. Isso significa que ha uma riqueza de desenvolvimentos matematicos, fisicos, tecnolégicos
etc., egressos do seu trabalho fundamental de 1948 (SHANNON, 1948).

6 Sobre a escolha do nome entropia feita por Shannon ver, por exemplo, Magossi e Paviotti (2019).
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Consideracdes sobre medidas de informacéo

Neste trabalho discute-se a relacdo que existe entre o conceito de medida de informacao, no
sentido geral (DAROCZY,1970; ACZEL e DAROCZY, 1975; ACZEL, 1984a; EBANKS et
al. 1998; ACZEL, 1986), e a Teoria Matematica de Comunicacao de Shannon. Em Shannon
(1948), a incerteza (entropia para Shannon) presente a priori e a quantidade de informacéo,
obtida a posteriori como resultado da eliminag8o da incerteza, fundamentam-se numa certa
definicdo de probabilidade. Enquanto, por um lado, é intuitiva a utilizacdo da incerteza de
Shannon (entropia) em seu modelo matemético de comunicagdo, por outro, ainda ha
investigacao no sentido da matematica subjacente e também no sentido de quais propriedades
sdo essenciais, “naturais”, na dedugio da formula da entropia de Shannon fundamentada num
sistema de axiomas (ACZEL, 1984a, 1984b, 1986). Ou seja, quais propriedades “decorrem
normalmente de uma ordem regular das coisas” e quais s@o indispensaveis, seja para a
consisténcia da matematica utilizada, seja para a realizacdo dos modelos em sistemas de
comunicag¢do entre “maquinas”.

E evidente que essa area, por mais investigada que tenha sido, pode ainda fornecer
bons resultados, levando-se em conta a avalanche de desenvolvimentos tecnoldgicos
(inteligéncia artificial, ciéncia dos dados, seguranca de sistemas, teoria de questionarios etc.)
imersos numa necessidade basica, qual seja, “medir informagdo”. Mas a situagdo pode se
tornar ainda mais complexa ao considerar a palavra “entropia” encontrada em diversas
ramificagbes da ciéncia, tais como na Fisica, advinda dos trabalhos de R. Clausius
(CLAUSIUS, 1965, 1967), na mecanica estatistica (WEHRL, 1978, 1991), na matematica,
nas engenharias’ e em outras areas da ciéncia (COVER e THOMAS, 2006). Tal como
exposto no artigo Incerteza em Entropia (MAGOSSI e PAVIOTTI, 2019), pode-se dizer que
0 excesso de areas que se valem do termo “Teoria da Informagdo” se relaciona diretamente
com as facilidades de atribuicdo de significados aos termos “incerteza”, “informagio”,
“comunicagdo” e “entropia”. A ideia é a de que uma exposi¢do da entropia de Shannon como
sendo determinada com base em axiomas possa possibilitar novas leituras de teoremas,
desigualdades etc., com base num estudo unicamente matematico. Estima-se que possa
possibilitar também que cendrios sejam criados, no sentido matematico ou no sentido pratico-
tecnoldgico, com fins de provar a existéncia (ou ndo) de propriedades, desejaveis para uma
intuicdo operacional. Vale citar I. Csiszar:

“Este autor tem conhecimento de uma ocasido [31], quando uma
abordagem axiomdtica levou a uma nova medida de informacdo de
interesse pratico, e de outra [48], quando tal abordagem iniciou pesquisa
que teve sucesso em encontrar significados operacionais de uma medida
de informacdo previamente insignificante.” (CSISZAR, 2008, p. 269,
tradugdo nossa)

7 por exemplo, em Agrell et al. (AGRELL et al., 2016), discutem-se as aplicacfes da Teoria da Informagdo em
fibras dticas. Nesse caso o problema de determinar a capacidade de canal, no sentido de Shannon, para fibra 6ticas,
€ um problema bem interessante.
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Na citacdo acima as referéncias citadas, [31] e [48], correspondem neste texto,
respectivamente, as referéncias (HAVRDA e CHARVAT, 1967; RENYI, 1961). Nesse
sentido, tanto a ideia de probabilidade, como um ramo da teoria da medida no sentido
estritamente formal, quanto a ideia de uma possivel medida de informacéo, dependente de
um conjunto de axiomas, estdo abertas a novos desenvolvimentos matematico-tecnoldgicos
que podem impactar na Teoria da Informacédo, na Teoria da Medida e na Teoria de Equacdes
Funcionais, para dizer apenas de algumas areas de pesquisa.

Neste trabalho o viés é muito mais exibir a matematica de uma medida de
informacdo do que justificar sua implicagdo tecnolégica, operacional ou pragmatica. O
objetivo ¢ pensar e refletir sobre uma possivel era do rigor no quesito “medida de
informa¢ao”, que poderia fomentar, quica, a solucdo de problemas abertos correlatos ao
conceito de informacéo.

Seriam entdo a intuicdo, a plausibilidade e a operacionalizacdo na Teoria da
Informacao suficientes para “medir informagao”, ou seria necessario, tal como no surgimento
da era do rigor na matematica, que intuicdo fosse vista com cautela e se debrucasse sobre a
busca pelo rigor matematico subjacente ao desenvolvimento pragmatico, intuitivo? Essa ideia
é classica na matematica, conforme pode ser observado no prefacio da traducdo do livro de
Cauchy, Cours d’analyse, por Robert E. Bradley e C. Edward Sandifer.

“Muitas vezes na historia da matemética, vé-se um padrao em que as ideias
e aplicagdes ocorrem primeiro e o rigor vem depois. 1sso aconteceu nos
tempos antigos, quando a geometria pratica dos povos da Mesopotamia e
do Egito evoluiram para os esforgos dos gregos. Isso aconteceu de novo
com o Calculo. O Calculo foi descoberto, alguns dizem inventado, quase
que independentemente por Isaac Newton (1642-1727) em 1666 e por
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) quase 10 anos mais tarde, mas
as suas fundacgdes rigorosas nao foram estabelecidas, apesar de varias
tentativas, por mais de 150 anos. (...) Em 1821, Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) publicou um livro texto, o Cours d’analyse, (...) ndo somente
Cauchy forneceu uma definicdo vidvel de limites e um meio de os
transformar na base de uma teoria rigorosa do célculo, mas também
revitalizou a ideia de que toda a matemética poderia ser colocada sobre
tais fundaces rigorosas. Hoje, a qualidade de um trabalho matemético é
avaliada em parte pela qualidade do seu rigor.” (BRADLEY e
SANDIFER, 2009, p.vii, traducdo nossa)

E evidente que alguns problemas que a intuicio geométrica nio dava conta de
responder, no século XVIII, impulsionaram a revisdo dos fundamentos da Analise
Matemadtica, revendo conceitos como os de fungdes, continuidade, convergéncia etc.
(KLINE, 1975; BOTTAZZINI, 1986).

Seria pertinente, nessa mesma esteira, questionar sobre quais problemas abertos na
Teoria da Informacdo poderiam ser vistos como motores propulsores para uma propensa
justificativa do fortalecimento do rigor em detrimento de uma visdo Unica voltada ao sentido
operacional, pragmatico, no quesito “medida de informagdo”? Ha evidentemente muitos
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problemas abertos em Teoria da Informacdo. Qual seria o impacto das analises das
caracterizaces axiomaticas de medidas de informacdo nos problemas de canais de difusdo,
conhecidos como broadcast channel (COVER, 1972; COVER e THOMAS, 2006), ou no
problema da insercdo de aspectos semanticos na Teoria da Informacdo (BAR-HILLEL e
CARNAP, 1953), ou ainda em todos os diversos desenvolvimentos tecnolégicos (robética,
big data, economia, criptografia, comunicagdo 5G, comunicac¢do 6G, canais de comunicago,
teoria de questionarios etc.) que se valem de uma nog¢ao de “medida de informag&o™?
Talvez seja entdo possivel intuir, diante da plasticidade matematica subjacente a
férmula de entropia de Shannon, e de suas extensdes como caracterizagfes de medidas de
informacdo, uma possivel resposta a pergunta classica sobre o porqué de Shannon ter
escolhido o nome entropia para sua formula (TRIBUS e McIRVINE, 1983; ELLERSICK,
1984; MAGOSSI e PAVIOTTI, 2019). Mais ainda, inferir que ha muito mais a ser discutido
sobre medidas de informacdo do que a sua visualizacdo apenas como uma férmula dentro da
Teoria da Informacdo, principalmente se a atencdo se voltar para 0 conceito de entropia
revelado na termodinamica por R. Clausius, na mecanica estatistica, e com as inimeras
associacdes entre informacao®, energia e medidas (CLAUSIUS, 1965, 1967; BRILLOUIN,
1956; TRIBUS e McIRVINE, 1983). Na sequéncia, neste artigo, com foco nos sistemas
axiomaticos e na possibilidade de multiplas interpretacdes®, expde-se a demonstragdo da
formula de entropia para um simples evento (ACZEL e DAROCZY, 1975) e em seguida
mostram-se os axiomas de Shannon, de 1948 (SHANNON, 1948), tal como também exposto
no livro Information Theory (ASH, 1965). Indicam-se referéncias as axiométicas de A.
Khinchin, de 1953 (KHINCHIN, 1957), e de outros sistemas de axiomas que revelam a
unicidade da féormula da entropia de Shannon condicionada a axiomas predefinidos.

Entropia de um simples evento

O objetivo da exposicao de uma formula para a entropia, de Shannon, de um simples evento,
é lancar as bases, didaticas e simples, para a formula “geral” de entropia de Shannon'’, e das
inGmeras caracterizacdes de medida de informacéo (ACZEL e DAROCZY, 1975; ACZEL,
1984a, 1986; EBANKS et al. 1998; DAROCZY, 1970). Com base nisso, entende-se que
haverd facilidades na compreensdo néo s6 da férmula de entropia de Shannon como também
das inimeras caracterizagdes de medidas de informagdo. Na apresentacdo seguinte leva-se
em conta, tal como exposto no livro On mesures of information and their characterizations
(ACZEL e DAROCZY, 1975) que se tem um simples evento estocéstico (variavel
aleatdria X) com probabilidade P(X) # 0. Para essa demonstragdo, a equacao funcional de
Cauchy (ACZEL, 1966) é parte fundamental. Os teoremas a seguir podem ser encontrados

8 por exemplo, em Ben-Naim (BEM-NAIM, 2010), o autor indica que a sigla SMI (Shannon’s Measure of
Information) é utilizada para representar a medida de informacéo de Shannon.

% Tal como ocorrido com a geometria de Euclides e com os trabalhos de D. Hilbert (1862-1943) em seu livro
Foundations of Geometry de 1903.

0 Uma exposicao, com pretensdes didaticas, da demonstragéo da férmula H(X) de entropia de Shannon pode ser
encontrada em Magossi e Barros (2021).
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no livro Functional equations and how to solve them (SMALL, 2007) e também no livro On
mesures of information and their characterizations (ACZEL e DAROCZY, 1975).

Teorema 3. (SMALL, 2007, pp.31-32) Seja f: R — R uma fungao continua de ndmeros reais
que satisfaz a equagdo de Cauchy f(x + y) = f(x) + f(y), paratodo x, y € R. Entdo, para
quaisquer x; € R, comi =1,2,...,n, tem-se que f(x; + x; + -+ x,) = f(x7) + f(xy) +
et ().

Teorema 3.2 (SMALL, 2007, pp.31-32) Seja f: R —» R uma fungdo continua de ndmeros
reais que satisfaz a equagéo de Cauchy f(x + y) = f(x) + f(y), paratodo x, y € R. Entéo,
existe um nimero a € R, tal que f(q) = aq,Vq € Q.

Teorema 3.3 (SMALL, 2007,p.33) Se f: R - Re g : R — R sdo fungbes continuas tal que
(@) = g(q) paratodo q € Q. Ento, f(x) = g(x) para todo x € R.

Teorema 3.4. (SMALL, 2007, p.34) Seja f: R —» R uma funcdo continua de ndmeros reais
que satisfaz a equacdo de Cauchy f(x +y) = f(x) + f(y), para todo x,y € R. Entdo,
existe um nimero a € R tal que f(x) = ax,Vx € R.

Teorema 3.5. (SMALL, 2007, p.34) Seja f: R —» R uma funcdo continua de nimeros reais
que satisfaz a equacdo de Cauchy f(x +y) = f(x) + f(y), para todo x,y € R. Entéo,
f(x) = ax,vx € R, é ndo decrescente para todo x € [0,+x) e a = 0.

Claude E. Shannon, em seu classico artigo de 1948, ao caracterizar, via axiomas,
sua medida entropia, assumiu que ela dependia unicamente das probabilidades acerca dos
eventos considerados. Sua interpretagdo levou em conta a realizacdo de eventos
probabilisticos. Antes de um experimento ha uma incerteza da ocorréncia de um evento; apos
a realizacdo do experimento, uma quantidade de incerteza € eliminada, e tem-se, segundo
Shannon, informacdo. Ou seja, incerteza a priori pode ser transformada em quantidade de
informacdo a posteriori. Shannon indicou que algumas propriedades podem ser consideradas
intuitivas, ou seja, adaptaveis ao senso comum em processos de comunicacao (inseridos em
seu modelo matematico de comunicagdo). Assim, ao considerar um simples evento, a
quantidade

h(p) = —log,p p€(0,1] 1)

representa uma medida de informacé&o.

Seguindo as ideias de Shannon (ndo propriamente seus axiomas), & possivel
verificar que os seguintes axiomas sdo satisfeitos ao assumir a formula (1) (ACZEL e
DAROCZY, 1975).

Axioma 3.1 h é uma funcdo ndo negativa: h(p) =0, Vp € (0,1],
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Axioma 3.2 h é uma funcao aditiva: h(pq) = h(p) + h(q), Vp,q € (0,1],
Axioma 3.3 h é normalizado: h (%) =1.

Em termos intuitivos, o axioma 3.1 indica que, por mais que se tenha incerteza sobre
um experimento, apds sua realizagdo a incerteza tende a diminuir e a quantidade de
informacdo € positiva. Ou seja, sempre se ganha alguma informacéo ap6s a realizagdo de um
experimento. Ainda em relacdo a intuicdo do axioma 3.1, pode-se dizer que h(p) =0
representa o evento certo, aquele cuja probabilidade é 1. Nesse caso, a informacéo é nula.

A parte das interpretagdes intuitivas dos outros axiomas, é possivel demonstrar que,
ao assumir a formula (1), os axiomas 3.1, 3.2 e 3.3 se tornam verdadeiros. Na sequéncia
demonstra-se 0 oposto, isto &, que, ao se assumirem como hipétese os axiomas 3.1, 3.2 e 3.3,
deduz-se a férmula (1).

Teorema 3.6 (SMALL, 2007; ACZEL, DAROCZY, 1975). A formula h(p), para p € (0,1],
é a Unica deducdo possivel com base nos axiomas 3.1, 3.2 e 3.3. Assim, h(p) indica a medida
de informagdo mais geral, ndo negativa e aditiva produzida por um simples evento.

Demonstracdo: Considera-se, para que a equacao de Cauchy (Teorema 3.4) seja satisfeita,
que f(x) = h(27%). Assim, f(x +y) = h(27&)) = R(2ED+)) = p(27*.27%), que
pelo axioma 3.2 se tem que: h(27%) + h(27Y) = f(x) + f(y).

Portanto, com o auxilio do axioma 3.2, a férmula de Cauchy é valida. Assim, os
Teoremas 3.4 e 3.5 indicam que a funcéo continua, ndo decrescente f, que satisfaz as
condicBes de Cauchy, paraalgum a € R, é do tipo: f(x) = ax.

Logo, existe a € R tal que h(27*) = ax. Portanto, sendop =2"%eq =277, tem-
sequex = —log,p ey = —log, q. Assim,
h(p) =h2™*) =a.x =a.(—log,p) = —alog,p Vp € (0,1].

O mesmo vale para
h(q) =h(277)=a.y =a.(—log,q) = —alog,q Vvq € (0,1].

Nota-se que, no Teorema 3.4, f(x) = ax, para algum a € R, e para todo x €
[0, +o0). J&, em h(p) = —log, p, 0 dominio limita-se a todo p € (0, 1]. De fato, caso se
tenha x — +o0, entdo p — 0, enquanto se x — 0, entdo p — 1. Dai, ao assumir 0 axioma 3.2,
tem-se que:
h(p.q) = h(27*.27Y) = h(27) + h(27”) = —alog, p — alog, q = h(p) + h(q).

Portanto, h(u) = —alog, u, u € (0,1]. Ao considerar 0 axioma 3.3, tem-se que:

1 1
h(?) =—a10g2?za= 1.
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Portanto, existe a = 1, e dai tem-se que, um logaritmo na base 2, h(p) = —log, p.

Nota-se que, sem o0 axioma 3.3, h(p) ndo precisaria ser um logaritmo na base 2, pois
seria bem possivel estabelecer que f(x) = h(10 ~*) ou f(x) = h(e™™), por exemplo. Mas,
ao se colocar o axioma 3.3, tem-se a Unica formula h(p) = —log, p.

Em Teoria da Informacédo as bases do logaritmo na férmula de entropia que ndo
sejam logaritmo na base 2 recebem outros nomes. Se o logaritmo é escrito na base 2, entédo a
unidade de medida é bits; se o logaritmo € escrito na base 10, entdo a unidade de medida é
decits (ou Hartley); e se a base ¢ e, a unidade é nats.

No gréafico a seguir, em que se representa a funcéo informacéo I(p) = log% ou, de

modo equivalente, I(p) = —logp, visualiza-se que, para 0 < p < 1, quanto mais incerto
(mais p tende a 0), mais se tem de aumento de informag&o. Por outro lado, quanto mais certo
é 0 evento (p tende a 1), menos informacédo se tem. Isso justifica, pela intuigdo, uma das
leituras do porqué da presenga do sinal de “menos” na férmula h(p) = — logp. Dessa forma,
1(p), que é o caso particular de um Unico evento, representa a simples intuicdo de que quanto
mais se tem de “liberdade de escolha”, mais se tem de “informag@o”. Ou seja, quanto mais
provavel, menos informacdo, quanto menos provavel, mais informagdo. Isso, conforme
exposto no paragrafo anterior, ndo depende da base do logaritmo.

Ip) 27

05T

Figura 1. Informag&o I(p) = —logp de um Unico evento™®.

1 Elaboragio dos autores (2021).
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Uma medida de informacao: a entropia de Shannon

Em seu artigo, nas paginas 392 e 393 (SHANNON, 1948), Shannon exp0e trés propriedades
que julga serem suficientes para deduzir sua formula de entropia de forma Unica. Sao elas:

“1. H deve ser continua em p;.
2. Se todos os p; forem iguais, p; = % , entdo H deve ser uma fungdo de n

monotodnica crescente. Com eventos igualmente provaveis, ha mais
escolha, ou incerteza, quando h& mais eventos possiveis.

3. Se uma escolha for decomposta em duas escolhas sucessivas, a H
original deve ser a soma ponderada dos valores individuais de H (...)”
(SHANNON, 1948, p. 392-393, traducdo nossa)

Logo em seguida Shannon escreve: “A Unica H satisfazendo as trés hipdteses acima
édaforma: H = =K}, p; logp;, onde K é uma constante positiva” (SHANNON, 1948, p.
392-393, tradugéo nossa).

Esse resultado é estabelecido, segundo Shannon, no apéndice 2 de seu artigo,
paginas 419 e 420 (SHANNON, 1948). Logo ap6s a exibigdo da funcdo H, na pagina 393,
Shannon faz o comentario que é um ponto-chave de discussdo deste artigo, qual seja, sobre
as demonstragdes axiomaticas acerca de sua formula de entropia. Shannon escreve a frase:
“This theorem, and the assumptions required for its proof, are in no way necessary for the
present theory” (Shannon, 1948, p. 393). E completa no mesmo paragrafo: “The real
justification of these definitions, however, will reside in their implications. ”” Entende-se que
Shannon esclareceu o0 objetivo de seu trabalho, qual seja, melhorias nos processos de
comunicacdo herdados da telegrafia, mas abriu espago também para que outros caminhos,
digam-se sistemas axiomaticos, pudessem ser abordados. Logo na sequéncia de seu artigo,
no paragrafo seguinte, mesma pégina, ele introduz a frase: “Play a central role in information
theory as measures of information. ” Ocorre desse modo 0 nome Information Theory.

O artigo de Shannon causou impacto na comunidade académica, sendo que seu
modelo foi utilizado em muitas &reas, num amplo espectro de atuagdo. Isso ndo significa,
como se mostra na literatura (AFTAB et al., 2001), que em todas as areas se aplicavam
realmente os conceitos desenvolvidos por Shannon. O problema residia nas palavras
“informago” e “comunicag@o”, que, devido a plasticidade de leituras, favorecia aplica¢des
em éreas diversas'?. Muitos autores entenderam com correcdo as ideias de Shannon e
prontamente iniciaram desenvolvimentos e divulgagio de textos em Teoria da Informag&o. E
0 caso, por exemplo, dos livros de Fazlollah M. Reza, An Introduction to Information Theory
(REZA, 1961), primeira edicdo em 1961, e Robert B. Ash, Information Theory (ASH, 1965),
primeira edi¢do em 1965, que expdem a Teoria de Shannon com clareza.

12 No modelo de Shannon, ndo somente as palavras “informag@o” e “comunica¢do”, presentes em seu modelo, t€ém
amplo espectro de leituras, pode-se dizer 0 mesmo também de “canal”, “ruido”, “redundancia”, “emissor”,

2, ¢

“receptor” e “codigos”.
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Em seu livro Information Theory, Robert Ash expde a axiomética de Shannon e
deduz a formula H(py,ps -, pu) = —CYXM . p;logp; de entropia de Shannon®
fundamentada nos seguintes axiomas (ASH, 1965, p. 8):

1 1 1 , ~
E'E""’E)zf(M) ¢ uma funcdo monotonamente crescente em

Axioma 4.1 H(
MM=1,2..).

Axioma 4.2 f(ML) = f(M) + f(L) M,L=(1,2,..).

Axioma 4.3 H(py,pz, o, Pu) = HPy + 2 + -+, Dps Ppss + -+ Dy) +

(p1+pz+---+pr)H( P )+

’ T
i=1Pi i=1Pi

Pr41 t Dz + 0+ pM)H< 7

Pr+1 Pum )
i=r+1 Pi Y Zﬁrﬂ bi

Axioma 4.4 H(p,1 — p) é uma fung&o continua de p.

Pode-se inferir que R. B. Ash indica a fertilidade do tratamento axiomatico na
deducdo de uma medida de incerteza, haja vista que o nome “entropia” ¢ indicado numa
secdo de notas e observagédo: “Os axiomas para a medida da incerteza dados no texto séo
essencialmente aqueles de Shannon (1948). (...) A quantidade H(X), a qual nos referimos
como a “incerteza de X, também tem sido chamada de “entropia” ou “entropia de
comunicagdo” de X (ASH, 1965, p.24, traducdo nossa)

Entropia de Shannon: abordagem de A. Khinchin

No prefacio do livro de Khinchin, Mathematical Foundations of Information Theory, ha um
comentario em que se diz dos aspectos tedricos, matematica pura, diga-se de passagem, em
oposicdo aos desenvolvimentos fundamentados na operacionalidade, grosso modo,
pragmatismo: “E muito natural que Shannon e seus primeiros discipulos, cujo objetivo basico
era obter resultados praticos, ndo foram capazes de prestar atencdo suficiente a essas
dificuldades matematicas no comeco” (KHINCHIN, 1957, p. 30, tradugdo nossa).

Uma leitura que se pode fazer é que “teoria” e “pratica” caminham juntas e se
complementam. Desenvolvimentos tedricos propiciam novas tecnologias, que indicam novos
problemas, os quais, por sua vez, retornam na busca por mais desenvolvimentos teoricos.
Vale citar algumas linhas escritas por A. Khinchin:

18 Uma demonstracdo detalhada (com viés didatico) da formula de entropia de Shannon pode ser encontrada em
Magossi e Barros (2021).
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“Embora o estudo de entropia tenha, de fato, evoluido num importante e
interessante capitulo da teoria geral de probabilidade, até agora esta
faltando uma apresentacao dele nesse contexto mais geral. (...) Entretanto,
0 tratamento de Shannon nem sempre é suficientemente completo e
matematicamente correto, (...) Nao ha dividas de que, nos anos vindouros,
0 estudo de entropia tornar-se-4 uma parte integrante da teoria de
probabilidade; o trabalho que tenho feito parece-me ser um estagio
necessario no desenvolvimento desse estudo.” (KHINCHIN, 1957, p.1-2,
traducéo nossa).

Na sequéncia, em seu artigo, Khinchin exp8e os axiomas que considera relevantes
para que a funcdo de incerteza seja deduzida de forma Unica.

As seguintes “propriedades”, digam-se axiomas, encontram-se no livro de Kinchin
(KHINCHIN, 1957, p.9):

Axioma K1 Para qualquer n e para ;i p; = 1, afuncéo H(p4, py, ..., P) assume seu maior
valor para p; = %parai =1,2,3,..,n.

Axioma K2 H(AB) = H(A) + H,(B).
Axioma K3 H(py, pz, -+, P, 0) = H(p1, D2, -, P)-
Por conseguinte, Khinchin demonstra o seguinte teorema:
Teorema 5.1 (KHINCHIN, 1957, pp.9-13) Seja H(p,, v, ---,» Pn) Uma funcdo definida para
qualquer inteiro n e para quaisquer valores p;,p,,..,p, tal que p, =0 para

(k=1,2,3,..,n) e Yy, pr = 1. Considera-se o caso em que H é uma fung&o continua com
relacdo a seus argumentos e que satisfaz os axiomas K1, K2 e K3. Entao,

n
H(®1, P2 Pn) = —lz Pr log py. @)
k=1

No livro de Khinchin hd o artigo The Concept of Entropy in The Theory of
Probability, originalmente publicado em russo em Uspekhi Matematicheskikh Nauk, Vol.
VII, n2 3, p. 3-20, 1953 (KHINCHIN, 1957).

Medidas de informagdo: caracterizacdes
Ap6s a exposicao no artigo de Shannon e o consequente questionamento matematico sobre a

operacionalizagio como forga propulsora (CSISZAR, 2008; ACZEL e DAROCZY, 1975;
EBANKS et al., 1998) e também do exposto em Khinchin (KHINCHIN, 1957), outros
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desenvolvimentos axiomaticos surgiram na comunidade académica. Vale citar um trecho de
Pl. Kannappan (KANNAPPAN, 2009):

“Uma questdo fundamental na teoria da informacdo é como medir a
quantidade de informacao, em outras palavras, como definir informacao.
Vérias abordagens sdo possiveis. Uma delas é uma abordagem
pragmatica, que comeca a partir de certo problema particular de teoria da
informacdo e aceita como medidas da quantidade de informagdo as
quantidades que se apresentam na solugdo. Outra abordagem deve ser
descrita como a abordagem axiomatica e postulacional, na qual se inicia
com certas propriedades que uma medida de informacéo razoavel deve
possuir e, depois disso, € uma questdo puramente matematica de
determinar todas as expressdes que possuem esses postulados.”
(KANNAPPAN, 2009, p. 403, traducdo nossa)

Torna-se relevante mostrar que propriedades tais como Continuidade, Simetria,
Propriedade de Valor Méximo, Aditividade, entre outras, sdo satisfeitas pela medida de
informacdo H(p4, s, -, Pn), diga-se entropia, conforme consta nos livros de Aczél (1969),
Reza (1961, p.80) e Rényi (1961), para citar alguns. Vale citar o prefacio do livro On
Measures of Information and Their Characterizations, de J. Aczél e Z. Dar6czy (1975):
“Nesse livro vamos lidar com medidas de informacdo (as mais importantes chamadas de
entropias), suas propriedades e, reciprocamente, com questdes a respeito de quais dessas
propriedades determinam medidas de informacdo conhecidas, e quais sdo as formulas mais
gerais que satisfazem exigéncias razoaveis sobre medidas de informacéo praticas ” (ACZEL,
DAROCZY, 1975, p.xi, traducdo nossa).

A esséncia desses desenvolvimentos, entende-se, reside nas investigagdes acerca das
possiveis caracterizacdes de medidas de informacao. Com esse viés, a formula de entropia
de Shannon pode ser descrita (ACZEL e DAROCZY, 1975) como:

Defini¢éo 6.1 Sejam, paran =1,2,3, ..,

n
A, = {(pl,pz,...,pn) 10 < Zpk <1,p,=20k=1,2,..,ny
k=1

conjuntos de distribuices de probabilidades finitas, possivelmente incompletas. A entropia
de Shannon é a sequéncia de fun¢des H,, : 4, » R, (n = 1, 2, ...) definida por

=1 L(px)

Hy,(p1, 02 s Pn) = n
k=1Pk

)

em que
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_ [—xlog,x, sex € (0,1]
L(x)—{ 0 sex=0 "

De modo andlogo as consideragdes de Khinchin sobre a alimentagao reciproca entre
desenvolvimentos matematicos e desenvolvimentos tecnoldgicos, defende-se, no presente
artigo, que as iniciativas em produzir mais e mais axiomaticas para a formula de Shannon
sdo importantes, pois, de uma forma ou de outra, denotam plasticidade e completude ao
conceito de medida de informacgdo. Entende-se que propriedades “naturais” e “essenciais”
ndo deixam de ser factiveis sempre que a operacionalidade, a praticidade e a consisténcia
probabilisticas estiverem presentes. No entanto, de modo analogo a era do rigor em
matematica, em que se revisaram os fundamentos, entende-se que a releitura desses
fundamentos nas caracterizacdes de medida de informacdo também seja um caminho factivel
que pode produzir bons resultados.

Com base na vasta literatura sobre o assunto em questdo, é possivel inferir que o
desenvolvimento do conceito de entropia, seguindo a ideia de medida de informacéo,
assemelha-se em muito ao desenvolvimento de outros conceitos, classicos na histdria da
matematica, como, por exemplo, o conceito de computabilidade (méquinas de Turing) e o
conceito de continuum (para o sistema de nimeros reais).

Nos trés conceitos, continuum, computabilidade e entropia, 0s desenvolvimentos
iniciaram-se com intui¢éo e sedimentaram-se com base no rigor matematico. O conceito de
continuum veio, desde a Grécia antiga, das inimeras discussfes sobre quantidades
infinitamente pequenas (LUTZEN, 2003; JAHNKE, 2003; SCHUBRING, 2005;
ALEXANDER, 2014). O conceito de computabilidade, a contraparte formal do conceito de
algoritmo, emergiu apds D. Hilbert ter divulgado seu Décimo problema no Segundo
Congresso Internacional de Matematica ocorrido em 1900, em Paris, Franca. Hilbert, de certa
forma, percebeu que a intuicdo plausivel do conceito de algoritmo, utilizada até entéo,
naquela época, poderia ser expandida na solugdo de outros problemas (REID, 1986, 2013)%**
Coube a Alonzo Church e Alan Turing, em trabalhos distintos, em 1936, indicar um conceito
matematico que poderia ser aceito como o conceito de algoritmo. O conceito de A—calculus,
de Church (CHURCH, 1936), e o conceito de Maquinas de Turing, de Turing (TURING,
1937), sdo ambos equivalentes em termos de classe de fungdes “computaveis” produzidas®®.
A tese de Church-Turing indica que ndo se tem ainda um ponto final nessa quest&o®. E por
fim, o conceito de entropia, advindo de Clausius, investigado na mecanica estatistica,
discutido por Shannon sob a otica de comunicag@o entre “maquinas” e expandido como
Caracterizacao de Medidas de Informagdo. Nota-se que em todos os trés conceitos ainda ha
desenvolvimentos a serem elaborados, mesmo que, em tese, eles estejam bem solidificados.

Uma simples busca em base de dados, assim como em sites como Scopus® (Elsevier
BV) e Web of Science™ (Thomson Reuters), mostrard o quanto a palavra “entropia” é
utilizada. A pergunta é: todas essas utilizacbes remetem ao conceito de medida de

14 Os 23 problemas de Hilbert podem ser encontrados em Mathematical problems (HILBERT, 1902).
15 A classe de fung@es produzidas com base no conceito A—calculus é equivalente a classe de fungdes produzidas por

Maquinas de Turing (CUTLAND, 1980; DAVIS, 1985; DAVIS et al., 1994).
16 Sobre Tese de Church-Turing, ver SIPSER (1997) e ROGERS (1967).
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informacdo, tal como em Shannon, ou ao conceito de entropia de Clausius, ou advindos da
mecanica estatistica, ou sdo simplesmente caracterizacBes de medidas de informacéo?
Estima-se que o esclarecimento sobre o que seja uma medida de informacao e 0 que seja uma
extensdo do conceito de entropia de Shannon configure um ponto importante para novos
desenvolvimentos e pesquisas, pois, caso contrario, pode-se entrar no mesmo circulo das
publicacdes, ocorridas logo apds o langamento do artigo de Shannon, em que tudo que dizia
respeito & comunicagdo, no sentido extensivo, incluia-se na Teoria da Informacdo (e de
Comunicacdo) (AFTAB et al., 2001).

Outras axiomaticas
Caracterizar medidas de informacéo, levando em conta a existéncia da entropia de Shannon,

é descrever axiomas e propriedades com objetivo de deduzir, analisar e investigar outras
medidas de informacdo além da medida exposta pela formula

n
H(p1, 02 s Pn) = —CZ pi logp;. 3
i=1
Entre elas, pode-se citar a seguinte lista, (REZA, 1961. pp.80-83; ACZEL, 1969;

ACZEL e DAROCZY, 1975), sem pretensdes de completude, ndo exaustiva, de propriedades
(axiomas)'’.

Axioma 6.1 H* (%) =1.

Axioma 6.2 H? (%%) =1.

Axioma 6.3 H"(py, D2, -, Pn) = H™(Pr(1), Pr(2ys -» Py )» €M que k(1),k(2), ..., k(n) &
qualquer permutacado de 1,2, 3, ..., n.

Axioma 6.4 H%(1,0) = H?(0, 1).
Axioma 6.5 H*(0,0,0,...,0,1) = 0.
Em particular paran = 1 oun = 2 tem-se:

Axioma 6.6 H*(1) = 0.

7 Nessa lista (ACZEL, 1969) H™(py, P, ..., ,,) fefere-se & entropia de n eventos mutuamente exclusivos com
probabilidades p,, p,, ..., pn, parak = 1,2, ..., n, taisquep, 20,1 <k <ne0<p, +p, + -+ p, < 1. Nocaso
de p; + p, + -+ p, = 1, em um sistema completo de eventos, escreve-se K™ (py, Pz, -, Pn)-
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Axioma 6.7 H2(0,1) = 0.
Axioma 6.8 H"*1(py, Dy, v, P 0) = H™ (D1, D2, o) Pr)-

Axioma 6.9

K™ (p1G11, P1912) - P191n P2921 P2 922> > P292ns = Pmm1 PmAmzs = PmGmn) =

K™ (1,20 s Pm) + X721 DK™ (@51, Q20 ors Ajn)-

Em particular (n >m > 1,q;; =1,q;; = =qjj1 =qjj+1 =" =qjn =0 para j =
1,2,..,m—1€qm1 = qmz = " = qnm_1 = 0, considerando os axiomas 6.3, 6.5 € 6.8):

AXioma 6-10 Kn(pl, pZ' ey pm—l: memm: mem,m+1' L] meImn) =
Km(plr P2y s pm) + men_m+1(qmm' qm,m+1v " qmn)-

Ou, mais especificamente (n = m + 1, ¢,,,,, = q, em particular n = 3).

Axioma 6111 (n=m+Lqmn=q): K™ (01,02 D1, P Pm(1 — @) =
K™ (01,02, s Pm) + PmK?(q,1 = q).
(n =3):K3(p1, 20, p.(1 — @) = K2(p1,p2) + psK?(q, 1 — ).

Axioma 6.12 H"(py, p3, ..., Pn) = 0, em particular paran = 1 tem-se:

Axioma 6.13 H(p,) = 0.

Axioma 6.14 K™ (py, 03, ooy Pp) < K™ (%% %) que juntamente com 6.8 implica 6.15.
AXioma 6.15 K™ (-, ..., ) < K™ (==, —, ),
n n n n+1 n+1 n+1

H n =yn — Pk
Axioma 6.16 K™ (py, P2, -, Pn) = Xk=1(P1 + D2 + -+ D) h (p1+p2+~--+pk)'

Axioma 6.17 K?(py,p,) = h(p,). Caso particular de 6.16 quando n = 2.

Axioma 6.18 K3(pq, 2, p3) = (1 — p3)h( £2 ) + h(p;). Caso particular de 6.16 quando

1-p3
n=3.

Axioma 6.19 p,, » H™(p4, 02, -, Pn), Parak = 1,2, ..., n, sdo continuas em [0, 1].

Axioma 6.20 p, — h(p,) = K?(1 — p,, p,) € continua.
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Axioma 6.21 limoh(pz) = lim0 K% (1 —p,,p,) = K1(1) = 0, desde que H?(0,1) = 0.
p2— P2~
Axioma 6.22 K*(p,, p,) = h(p,) é crescente em (O, %)

Axioma 6.23 K%(p;,p,) = h(p,) é monotdnica em (0%)

Axioma 6.24 K?(p;,p,) = h(p,) é Lebesgue integravel em [0, 1].
Axioma 6.25 K2(p;,p,) = h(p,) é Lebesgue mensuravel em (0, 1).

Conforme consta em Aczél (1969), Shannon langa méo dos axiomas 6.2, 6.3, 6.10,
6.15 e 6.19 para deduzir a formula

n
K"(p1, D2 s Pn) = —Zpk log py. (4)
k=1

Por sua vez, Khinchin (1957) utiliza os axiomas: 6.2, 6.3, 6.8, 6.9, 6.12, 6.14 € 6.19
para também deduzir a férmula (4). Ainda segundo Aczél (1969), D. K. Faddeev
(FADDEEV,1956) reduz os axiomas para 6.2, 6.3, 6.11 e 6.20 para demonstrar a férmula (4).
Com base nos trabalhos de Faddeev, H. Tverberg (TVERBERG, 1958) propfe uma nova
axiomatica, trocando o axioma 6.20 pelo axioma 6.24; ja D. G. Kendall (KENDALL, 1964)
substitui o axioma 6.20 pelo axioma 6.22. P. M. Lee (LEE, 1964) substitui o axioma 6.20
pelo axioma 6.25. Conforme exposto em Aczél (1969) e também em Aczél e Dardczy (1975)
e Ebanks et al (1998), hé outras axiomatizagdes (e caracteriza¢Bes de medidas de informacao)
em que é possivel analisar, deduzir e investigar propriedades acerca da formula (4).

Essa breve exposicdo tem também como objetivo alertar para a riqueza de
demonstra¢des da formula de entropia de Shannon e a importancia de novas e diversificadas
abordagens axiométicas com vistas, evidentemente, ao desenvolvimento de novas
tecnologias e solidificacdo matematica.

Intuicdo operacional
No que se segue, com fins didaticos, expdem-se algumas consideragOes acerca da motivagao
intuitiva, natural-essencial, sobre algumas propriedades, de algumas equagdes funcionais, nas

caracterizaces de medidas de informacéo.

P1: Continuidade. Pequenas alteracdes nas probabilidades p, devem produzir pequenas
alteracBes na formula (3) de entropia H. Se, por exemplo, num langamento de uma moeda, 0

0.9!; 0.0 ; ’

RBHM, Vol. 21, n° 41, pp. 45-72, 2021 63



José Carlos Magossi et al.

entdo a probabilidade de sair cara (C) é muito maior do que a probabilidade de sair coroa
(K). Ha pouca incerteza, surpresa, nesse esquema. Exigir continuidade é exigir que, caso
pequenas alteracfes ocorram, pequenas alteracBes ocorrerdo com o resultado do
experimento, com a informacéo obtida como resultado de eliminacéo de incerteza.

P2: Simetria. A incerteza, ou surpresa sobre o resultado do experimento, ndo pode se alterar,
caso, no exemplo do lancamento de uma moeda, troque-se cara por coroa. Ou seja, a fungdo
de incerteza deve ser independente de seus representantes. 1sso esta em consonancia com a
nogdo intuitiva de incerteza. Assim, H(p4, p, ..., Pr) NA0 deve se alterar quando se altera a
ordem de seus representantes p;,ps, ..., Pn. COmo caso particular, H(pq, D0z, ., Pn) =

H(p2, D1, s Pn)-

P3: Propriedade extrema. O maior valor da funcdo de incerteza deve ser aquele obtido
guando todos os eventos sdo equiprovaveis. Ou seja, como caso particular, no langamento de
uma moeda, a maior incerteza e, por conseguinte, maior quantidade de informagéo, deve
advir do caso em que a moeda ¢ “honesta”. Assim,

{H( N=H ()

max y Do,y e, = — e, — .

P1, P2 Pn n'n n

P4: Grupamento. Particionar os eventos em subeventos ndo pode alterar a incerteza do
sistema. Conclui-se entdo que a incerteza associada a um evento geral se mantém a mesma
ao dividir o evento em subeventos.

P5: Adi¢do de Conjunto Nulo. Adicionar um conjunto nulo ao conjunto completo de
eventos nao altera a incerteza do sistema.

H(plv D25 -y Pns 0) = H(pz, P1, '"lpn)'

P6: Aditividade. Para eventos independentes a fungdo H deve satisfazer a equacéo funcional
H(XY) = H(X) + H(Y). Ou seja, a incerteza produzida por dois eventos independentes deve
ser a soma das incertezas produzidas pelos eventos de modo independente. A incerteza
associada ao lancamento de um dado e uma moeda deve ser a soma das incertezas produzidas
pelo langamento de um dado e de uma moeda, independentemente.

Essas sdo apenas e somente algumas das muitas propriedades que revelam intuicdo
e operacionalidade. As diferentes caracterizagdes baseiam-se em diferentes abordagens na
escolha dos axiomas que fundamentam a demonstragdo da férmula (3), tal como ocorre em
Feinstein (1958), Khinchin (1957), Shannon (1948), Schutzenberger (1955)* etc.

18 Conforme exposto em Reza (1961), Schutzenberger (1955) mostra que hé outras condigdes para obter a formula
H(X) além daquelas expostas no modelo de Shannon-Wiener. Ele introduz uma discussdo sobre os trabalhos de
Fisher (1925). Indica também que a expresséo funcional de Shannon-Wiener é uma das mais simples de todas as
formas possiveis (WIENER, 1948)
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Em Moser e Chen (2012) tem-se a apresentacdo da férmula de entropia de modo um
pouco diferente daquela exposta em Khinchin, mas comenta-se sobre a justificativa
matematica de Shannon e do fato de ele ndo ter considerado a demonstracdo como algo
importante: “Embora Shannon tenha fornecido uma justificativa matematica (...), ele ndo a
considerou muito importante” (MOSER e CHEN, 2012, p.111, traducdo nossa).

Em Csiszér e Kdrner (2011), ha também uma outra abordagem matematica em que
se explora a matematica presente na férmula (3) em que, segundo exposto em Ash (1965), se
diz que o conjunto mais fraco de axiomas é exposto em Lee (1964). Como ja exposto nesse
artigo, Khinchin provou, nos anos 1953 e 1956, ap6s a publicacao do artigo de Shannon em
1948, que a formula (3) é Unica, sob certas condigbes. F. Reza alerta sobre isso: “Tais
tratamentos apareceram no trabalho de Feinstein, Khinchin, Shannon, Schutzenberger e
outros. ” (REZA, 1961, p.81, traducdo nossa).

Ou seja, outros autores também investigaram 0 conceito de entropia de modo
analogo ao esquema matematico exposto por A. I. Khinchin. Os livros de Aczél e Dar6czy
(1975) e Ebanks et al. (1998), expdem sistemas axiomaticos para caracterizacdes de medida
de informacdo em abordagens muito extensivas.

Conclusdes

Exceto por algumas reflexdes relacionadas aos conceitos de medida de informag&o e entropia,
e do alinhamento histérico dos fatos relativos a caracterizagdo axiomatica da férmula de
entropia de Shannon, o que se apresentou neste texto é classico na literatura.

O objetivo é indicar uma leitura que, entende-se, possa facilitar a compreenséo de
um assunto ndo somente interessante, mas também importante para desenvolvimentos
matematicos e tecnoldgicos. A informagdo pode ser vista na Teoria da Informagdo como
reducgdo da incerteza, ou seja, ha uma dualidade entre a medida de quantidade de informacéao
a posteriori (apds a observacdo do experimento) e incerteza a priori (antes da observacéo do
experimento). Quanto maior for a incerteza, mais ha para “retirar”, isto ¢, mais ha de
informacdo. Essa explicacdo remonta a Shannon, quando props um modelo matematico para
sistematizar o tratamento de informag&o na transmissdo de mensagens de um ponto a outro.
Com isso, ele investiga, e formula, teoremas que se adaptam de modo intuitivo, e com
resultados praticos, aos modelos de comunicacdo, e extensivamente aqueles modelos que se
assemelham, em termos formais, ao processo de transmisséo de mensagens por meio de uma
codificacdo no emissor, passando por um canal, na presenca de ruidos, e sendo decodificadas
na recepcdo. E claro que sua formula de entropia tem um apelo intuitivo operacional forte,
mas a investigacdo matematica, de sua, digamos, contraparte matematica, “medida de
informac¢ao”, nao deixa de ser importante, haja vista que além de indicar caminhos factiveis
sobre a existéncia ou ndo de teoremas, abre espaco também para a intersecgdo com outras
areas, tais como Teoria de Equagdes Funcionais, Teoria de Medida, Teoria de Probabilidade,
Inteligéncia Artificial, Ciéncia dos Dados etc., para citar apenas algumas delas.

Um outro ponto de suma importancia é a caracterizacdo de medidas de informac&o,
possivel, de vérias formas, ao estipular axiomas fundamentais para, via deducéo, obter como
teorema uma determinada medida de informacéo. Desse modo, entende-se que a investigacéo
matematica, via sistemas de axiomas, da entropia de Shannon, ou de quaisquer outras
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medidas de informacdo, como proposto neste artigo, é relevante ndo somente para clarear a
diferenca entre entropia na Fisica, Mecanica Estatistica e na Teoria da Informagdo, mas
também para alavancar desenvolvimentos tecnoldgicos, tal como sucedeu com o0s
fundamentos da Andlise Matematica, na época em que A. Cauchy desenvolve o conceito de
limites. Tal como sucedeu também com algoritmos e maquinas de Turing®®. Segundo as
ideias de Thomas Kuhn (1994), com o conceito de limites houve uma mudanca de
paradigmas na matemética (GRABINER, 1981); seria entéo factivel a conjectura de que com
o conceito de medida de informac&o, no sentido exposto nesse artigo, haveria também uma
mudanca de paradigmas tal como apresentado por Thomas Kuhn?

Para finalizar, defende-se, no presente artigo, que a entropia de Shannon e todas as
axiomaticas sobre medidas de informacéo sdo relevantes ndo s6 para auxiliar na solidificacdo
da matematica, como também para que essas estruturas constituam patamares sélidos para
futuros desenvolvimentos matematicos e tecnoldgicos.
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