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Resumo

Esta é uma traducdo do artigo Solution d’une question curieuse qui ne paroit soumise da
aucune analyse, de L. Euler (1707-1783), sobre o passeio do cavalo no tabuleiro de xadrez.
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[THE KNIGHT’S TOUR, BY L. EULER (TRANSLATION)]
Abstract

This is a translation of the paper Solution d’une question curieuse qui ne paroit soumise a
aucune analyse, by L. Euler (1707—-1783), about the knight’s tour on a chess board.

Keywords: chess, recreational mathematics, history, Euler.

1. Introducao

O passeio do cavalo é um problema classico do xadrez. Sua entrada na matematica
recreativa foi feita através da analise arguta de L. Euler (1707-1783), no artigo que aqui
traduzimos, publicado em 1759 nas Mémoires de I’académie des sciences de Berlin.

Por volta de 1750, o lendéario mestre do xadrez Francois-André Danican Philidor
(1726-1795) ja era conhecido por toda a Europa. Seus problemas e combinagdes eram
muito populares, aumentando a temperatura da febre enxadristica que invadira o continente.
Esse frenesi provavelmente atingiu Euler em alguma de suas muitas reunides nas cortes
europeias, o que o fez dedicar bastante tempo ao xadrez.
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Em uma dessas reunides, ele foi apresentado ao passeio do cavalo, um quebra-
cabeca surgido bem antes de Philidor ter iniciado sua era. O problema trata de percorrer
com o cavalo todas as 64 casas de um tabuleiro de xadrez sem passar pela mesma casa duas
vezes e partindo de qualquer casa dada. Como se sabe, o cavalo tem um movimento
especial, que consiste em avancar duas casas e virar uma, em angulo reto, ou avangar uma e
virar duas. Quem ja tentou resolver o passeio do cavalo vai entender que ndo se trata de
uma tarefa trivial, muito menos se a casa de partida for determinada aleatoriamente. Seria
possivel encontrar algum método especial para resolver o problema? Esse foi o objetivo de
Euler ao redigir seu artigo.

Além da curiosidade meramente recreativa, esta traducdo, parte do projeto
Traduzindo Euler, do grupo de pesquisa TRAMA — TRAducdes de MAtemética, da
Universidade Federal de Mato Grosso (UFMT), pretende disponibilizar para um ptblico
mais amplo o acesso a fontes primarias de matematica, para que pesquisadores, professores
e alunos produzam suas prdéprias reflexdes sobre o que é, como é feita e para que serve a
matematica. E que se divirtam e se deleitem com a solucdo de Euler, que abre ainda outras
questdes igualmente interessantes!

2. A traducao
SOLUCAO DE UMA QUESTAO CURIOSA QUE NAO PARECE SUJEITA A NENHUMA ANALISE

1. Encontrei-me um dia em uma companhia, onde, por ocasido de um jogo de
xadrez, alguém propds esta questdo: percorrer com um cavalo todas as casas de um
tabuleiro sem voltar jamais duas vezes a mesma casa, e comegando por uma casa dada.
Para este fim, puseram-se fichas sobre todas as 64 casas do tabuleiro, com exce¢do daquela
de onde o cavalo deveria comegar sua rota; e de cada casa por onde o cavalo passava,
segundo sua marcha, retirava-se a ficha, de maneira que se tratava de retirar assim
sucessivamente todas as fichas. Devia-se, portanto, evitar, por um lado, que o cavalo ndo
retornasse jamais a uma casa vazia e, por outro, era necessario dirigir seu curso de maneira
que ele percorresse todas as casas.

2. Os que acreditavam que essa questdo era muito facil fizeram vérias tentativas
indteis sem conseguir atingir o objetivo. Depois deles, o que havia proposto a questdo,
tendo comegado por uma casa dada, soube tdo bem dirigir a rota que conseguiu felizmente
retirar todas as fichas. No entanto, a quantidade de casas ndo permitiu que pudéssemos
guardar na memoria a rota que ele havia seguido. Foi apenas depois de varias tentativas que
enfim encontrei uma rota tal que satisfizesse a questdo; mesmo assim ela s6 valia para uma
certa casa inicial. Ndo me lembro se a ele foi dada a liberdade de a escolher, mas ele
assegurou positivamente que poderia fazé-lo qualquer que fosse a casa de onde
desejdssemos que comegasse.

3. Para esclarecer melhor esta questdo, acrescentarei aqui uma rota em que,
comecando por um canto do tabuleiro, todas as casas sdo percorridas:
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Marquei aqui as casas pela ordem numérica segundo a qual elas sdo sucessivamente
percorridas. Assim o cavalo, colocado na casa 1, salta para 2, e dai para 3, e em seguida
para 4, 5, 6 etc. até que chegue por fim a 64, quando terd passado por todas as casas. E
evidente que essa rota é igualmente satisfatéria quando se deseja comegar por qualquer um
dos outros angulos.

4. Voltando pela mesma rota, podemos também comecar pela casa 64 e dai,
passando sucessivamente pelas casas 63, 62, 61, etc.,, chegaremos enfim, depois de
percorridas todas as casas, aquela casa 1 do canto. Mas essa rota ndo servird de nada
quando devemos comecar por qualquer outra casa; e ainda, seremos obrigados a procurar
por tentativas uma nova rota onde o inicio seja na casa dada. Ora, entenderemos facilmente
que uma tal solugdo do problema proposto seria demasiadamente penosa e ndo conviria ao
objetivo em vista, que trata de encontrar prontamente a rota que devemos seguir. Além
disso, uma tal busca ndo merece nenhuma aten¢do a menos que seja fundada sobre alguns
principios, ou que a possamos submeter a algum tipo de Andlise que oriente as operagdes.

5. E também com essa visdo que ouso propor minhas pesquisas sobre esta questéo,
as quais fui conduzido por uma ideia bem particular que Mr. Bertrand', de Genebra, me
deu; pois, ainda que simples e completamente estranha a Geometria, essa ideia deve ser
vista como verdadeiramente notavel, desde que encontremos um meio de aplica-la a
Andlise. Ora, mostrarei que ela é suscetivel de uma andlise bem particular que deve
merecer muito mais atencdo, e que ela demanda raciocinios pouco utilizados alhures.
Concordamos facilmente com a exceléncia da Andlise, mas acreditamos que ela se limita
ordinariamente a certas pesquisas relacionadas a Matematica. Portanto, sera sempre muito
importante utiliza-la em assuntos que lhe parecem recusar todo acesso, pois é certo que ela
contém a arte de raciocinar no mais alto grau. Nao poderiamos, portanto, estender os limites
da Anélise sem que consigamos contar com grandes vantagens.

6. Logo de partida, observo que poderiamos resolver a questdo se encontrassemos
uma rota tal que a dltima casa, marcada com 64, estivesse distante da primeira 1 por um
salto de cavalo, de maneira que ele pudesse saltar da ultima a primeira. Tendo pois
encontrado um tal rota que recomeca em si mesma, poderiamos comegar por qualquer casa

"Louis Bertrand (1731-1812), ge6logo e matematico suigo, foi pupilo e amigo de Euler.
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e dai continuar o curso seguindo a ordem dos nimeros até a casa marcada por 64, de onde,
saltando aquela marcada por 1, acabariamos o curso até retornar aquela de onde haviamos
partido. Eis uma tal rota que recomeca em si mesma:
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7. Tendo entdo bem guardada na memoria uma tal rota, estaremos em condigdes de
satisfazer a questdo comecando por uma casa qualquer. Tomemos pois, por exemplo, a casa
marcada por 25, de onde o cavalo deve partir, e teremos apenas que fazé-lo passar
sucessivamente pelas casas 26, 27, 28, ... até a 64, de onde, passando a casa 1, ele
continuara a rota pelas casas 2, 3, 4, até que tenha chegado aquela marcada com 24. Assim,
ele terd percorrido todas as casas do tabuleiro. Indicarei esta rota representando os nimeros
que marcam as casas, Como

e é evidente que conseguiremos comec¢ando igualmente por qualquer outra casa; assim, esta
disposicdo

servira quando devemos comecar pela casa 46.

8. E também evidente que a mesma disposicdo fornece, para cada casa de onde
devemos comegar, uma rota dupla: podemos igualmente passar da casa marcada contra a
ordem dos niimeros até aquela 1, e dela saltando a 64 continuar o curso pelas casas 63, 62,
61, etc., até que cheguemos aquela de onde comecamos. Se o ntimero 40 indica a casa de
onde devemos partir, entdo teremos estas duas rotas para seguir:

40.41...... 64.1.2...... 39
e40.39...... 1.64.63...... 41,

onde a primeira termina na casa 39, e a outra na 41. Toda outra disposicdo que recomega
em si mesma fornecerd as mesmas vantagens, e é suficiente saber uma s6 de cor; mas
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compreenderemos facilmente que isso seria um feito extremamente embaracante, a de
encontrar tateando, depois de vérias tentativas, uma tal disposicdo, e arriscariamos nao
encontra-la talvez nunca mais.

9. Vou entdo explicar um método certo que nos conduzira infalivelmente ao fim
proposto, e por meio dele estaremos em condi¢des de descobrir tantas rotas satisfatérias
quanto desejarmos; porque, embora o numero dessas rotas ndo seja infinito, ele sera tdo
grande que ndo seriamos capazes de esgotd-lo. Mas é necessdrio distinguir aqui duas
espécies de trotas, uma que percorre simplesmente todas as casas do tabuleiro sem que o
cavalo possa saltar da tltima a primeira; e a outra espécie é a das rotas reentrantes nelas
mesmas, onde o cavalo, depois de ter percorrido todas as casas, pode saltar da ultima a
primeira. Dei um exemplo da primeira espécie no §3 e um da segunda no §6. Podemos
considerar uma e outra como achadas por acaso, por tentativa, mas o método que explicarei
servira para encontrarmos tantas quanto quisermos, tanto de uma quanto de outra espécie.

10. Como é muito mais dificil encontrar apenas por tentativas uma rota da segunda
espécie, comecarei dando um método por meio do qual poderemos, depois de encontrada
uma rota da primeira espécie, descobrir ndo somente uma, mas varias da segunda espécie.
Para isso, fago notar logo que podemos mudar a ultima casa de varias maneiras, com a do
inicio permanecendo a mesma. Consideremos a rota do §3 e marquemos as casas as quais o
cavalo possa passar a partir daquela marcada por 64. Ora, veremos que essas casas sao 63,
31 e 51, onde a primeira, de onde saiu o salto ja empregado até a 64, ndo é de nenhuma
utilidade. Mas, ja que podemos passar da casa 31 a casa 64, fazendo esse salto depois de ter
percorrido da casa 1 pelas casas 2, 3, 4, etc., até a 31, e seguir a rota pelas casas 64, 63, 62,
etc., até chegar a casa 32, que serd a tltima, essa nova rota sera representada assim:

1.2..... 31.64.63. ..... 32.

11. Da mesma maneira, o salto da casa 64 a 51 nos mostra que podemos passar da
casa 51 a 64, e de 14, seguindo a rota pelas casas 63, 62, etc., a tltima serd aquela que é
marcada por 52. Essa rota inteira sera entdo representada assim:

1.2...... 51.64.63. ..... 52.

Agora, como esta ultima casa 52 possibilita um salto a primeira, essa rota se refere a
segunda espécie, e é reentrante em si mesma: esta é precisamente a rota descrita no §6. Se
ainda ndo tivéssemos chegado a uma rota reentrante, poderiamos transformar de novo a que
acabamos de encontrar no § anterior:

1.2..... 31.64.63. ..... 32.
onde a tltima é 32. O cavalo entdo poderia saltar as casas 43, 11, 31, 33, e assim teriamos
apenas que inverter o trecho dessa rota entre um desses niimeros e o dltimo 32.
12. O nimero 43 dara entdo esta nova rota:

1....31.64....43.32....42.
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onde a casa angular 42 é a tltima. O segundo nimero, 11, daré esta rota:
1....11.32....64.31....12,

onde a casa marcada por 12 é agora a ultima. O terceiro nimero, 31, dd a rota principal,
donde conseguimos esse novo conhecimento:

e 0 quarto nimero, 33, ndo muda nada na rota de que tratamos. A rota precedente,
terminada por 12, desde que o cavalo possa saltar de 12 as casas 59, 41, 11 e 13, fornecera
estas transformadas:

1....11.32....59.12....31.64....61,
1....11.32....41.12....31.64....42,

e aquela, uma vez que 60 conduz as casas 61, 59, 9, 45, 25, 27, 13 e 53, nos levara a muitas
rotas novas, onde as casas finais serdo 10, 46, 26, 28, 14 e 54.

13. Eis uma fonte bem rica de onde podemos extrair uma quantidade de novas
rotas tendo delas encontrado uma sé; e o niimero de transformacdes se torna ainda maior
quando invertemos a ordem da primeira rota

e como a 51 da um salto a 64, esta rota é reentrante nela mesma, mas ela ndo é nada mais
do que a inversao daquela acima. Ora, como a 51 esta ligada as casas 64, 52, 54, 56, 26 e
50, ela fornece as transformadas

64....54.51....1.52.53
64....56.51....1.52..55
64....52.1....26.51...27,

e destas, se quisermos, podemos ainda encontrar uma quantidade de outras, dentre as quais
ndo deixaremos de encontrar aquelas que sdo reentrantes em si mesmas.

14. Ora, tendo j& encontrado uma que é reentrante em si mesma, como aquela do
§6, nao é dificil derivar varias outras da mesma natureza: basta arrumar as casas de maneira
tal que tanto a primeira quanto a dltima se encontrem afastadas das bordas, pois uma e outra
permitem 8 saltos. Assim, se arrumarmos os niimeros da rota do §6 da seguinte maneira
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a ultima casa 30, estando ligada a estas 45, 59, 23, 29, 31, 13, 43, 41, fornece as
transformadas

L. 31....45.30...1.64... .46,
II. 31....59.30...1.64....60,
II1. 31....64.1...23.30....14,
Iv. 31....64.1...13.30....14,
V. 31....43.30...1.64....44,
VL 31....41.30...1.64....42,

onde a IT e a I'V sdo reentrantes em si mesmas, e tanto dessas quanto das outras poderemos
encontrar, pelas transformacdes indicadas, vérias outras. Como a III da

31....64.1....13.24....30.23....14
31..33.24...30.23....1.64....34
31....64.1....15.24....30.23....16

15. Mas quando ndo temos ainda uma rota da primeira espécie, vejamos como é
preciso se atentar para encontrar uma sem se entregar ao puro acaso. Comecando por uma
casa qualquer, continuemos a vontade os saltos do cavalo tdo longe quando possamos, e
que coloquemos nas casas que ficaram vazias letras que lhes sirvam de sinal, como nesta
figura:
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Aqui pude continuar a rota até a casa marcada por 62, e com as letras a e b.
16. Agora, tendo 62 casas percorridas pelo cavalo, eu as represento desta maneira

e olhando a casa 62 como a udltima, procuro transformadas que terminem em outras casas de
onde ha uma passagem para uma das casas a ou b. Ora, a casa 62 comunica com estas 9, 53,
59, 61, 23, 11, 55 e 21, de onde tiramos essas transformadas:
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L. 1....9.62....10, de onde passamos a a

II. 1........ 53. 62 .. 54, de onde passamos a a
1. 1...... 59.62..60

Iv. 1...... 23.62....24

V. 1....11.62....... 12

VL 1...... 55.62....56, de onde passamos a a
VII. 1...... 21.62..... 22.

Assim, as rotas I, IT e IV ja se estendem até a casa q, e resta vazia somente a casa b, e para
ligd-la com as outras temos apenas que transformar uma dessas trés trotas pelo mesmo
método. Operariamos de maneira semelhante se tivessem sobrado varias casas vazias.

17. Tomemos a primeira transformada

onde a udltima casa a conduz a 32, 8, 52, 42, 58, 56, 10 e 54, das quais a 58 fornece esta
transformada

1....9.62....58.a.10...57

onde a ultima 57 conduz a casa b, de maneira que entdo o cavalo tera percorrido todas as
casas, tendo comecado seu curso em 1 e terminado em b.

1...9.62...58.a.10....57.b.

Mas esta rota ndo é reentrante em si mesma. Para dar a ela essa vantagem, procuremos
novas transformadas, a ultima b conduzindo a essas casas: 57, 25, 43: onde a 25 da esta
transformada

1....9.62....58.a.10....25.b.57....26,

onde a ultima conduz a 37, 25 e 51 e 27. Ora, nenhuma fornece uma rota da segunda
espécie. Tomemos entdo 43:

1....9.62....58.a.10....43.b.57....44,

onde a ultima 44 conduz a 43, 51, 29 e 45: onde nenhuma da imediatamente uma rota
reentrante em si mesma.

18. Sera necessario entdo passarmos a novas transformadas, e para que possamos
fazé-lo mais facilmente, serda melhor apresentarmos a rota da primeira espécie encontrada
pela ordem natural dos nimeros
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pois a casa 63 ndo muda nada da proposta.

19. Como ha apenas duas casas que finalizam na primeira 1, revertamos essas duas

transformadas para ter:

L. 32....64.31....1,
II. 50....64.49....1,

e agora, com a Ultima 1 conduzindo a 2 e 18, obtemos essas duas novas:

A. 32..... 64.31..... 18.1..... 17,
B. 50..... 64.49..... 18.1..... 17,

e com a tltima 17 conduzindo a 16, 10, 14, 18, obteremos

32....64.31....18.1....10.17....11,
50....64.49....18.1....10.17....11,
32....64.31....18.1....14.17....15,
50....64.49....18.1....14.17....15.

Mmoo

A dltima 11 conduz a 46, 58, 12, 20, 2, 18, 62, 10 e da

RBHM, Vol. 22, n° 43, pp. 17-67, 2022

25



Frederico J. A. Lopes

32...46.11...17.10...1.18..31.64...47,
50...64.49...46.11...17.10...1.18...45,
32...58.11...17.10...1.18..31.64...59,
50...58.11...17.10...1.18..49.64...59,
32...64.31...20.11..17.10...1.18.19,
50...64.49...20.11..17.10...1.18.19,
32...64.31...18.1.2.11...17.10.. 3,
50...64.49...18.1.2.11...17.10.. 3,
32...62.11...17.10...1.18.. 31. 64. 63,
50...62.11...17.10...1.18..49. 64. 63,

PEOZZIFATED

20. Ora, E e F, onde a casa 15 conduz a 33, 8, 58, 48, 14, 62, 16, 60, dardo essas
transformadas:

32..38.15...17.14...1.18..31.64...39,
50..64.49....38.15..17.14...1.18...37,
32..64.31....18.1...8.15...17.14..9,
50..64.49....18.1...8.15...17.14..9,
32..58.15...17.14...1.18...31.64..59,
50..58.15...17.14...1.18...49.64..59,
32..48.15...17.14...1.18...31.64..59,
50..64.49.48.15..17.14..1.18..... 47,
32..62.15...17.14...1.18..31.64. 63,
50..62.15...17.14...1.18..49.64.63,
32..60.15...17.14...1.18..31.64..61,
50..60.15...17.14...1.18..49.64. .61,

»rnoaTopg CET D

Mas, entre todas essas transformadas, ainda ndo encontramos uma que seja reentrante em si
mesma, mas suas transformadas ulteriores fornecerdo muitas.

21. Tomemos a rota indicada pela letra G, onde dltima casa 47 comunica com 26,
46, 48, 44, 18, 42, 28, 16. As tltimas casas que teremos por essas transformacoes serdo: 27,
11, 47, 45, 19, 43, 29, 17, na qual a 43 comunica com a primeira 32, e d4 consequentemente
esta rota reentrante

32..42.47..64.31..18.1..10.17..11.46..43
que poderéa entdo ser representada assim
1..10.17..11.46..43.32..42.47..64.31.. 18,

e marcando as casas pela ordem natural dos niimeros, teremos esta rota reentrante:
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22. Narota indicada pela letra H, tendo 45 como a tiltima casa, as casas
comunicantes sdo: 6, 36, 22, 4, 20, 44, 56, 46
e a ultimas serdo: 5, 37, 23, 3, 21, 45, 57, 11
onde a 57 se comunica com a primeira 50, de onde resulta esta rota reentrante:
50..56.45..18.1..10.17..11.46..49..64..57

que podera ser representada também assim

1..10.17..11.46..49.64..57.50..56.45..18,

42155[35] 9134/$7(34] 7
251214356271 K455
s4#1[1o1 3118135} 633
11[241936/15[28]59,6

+0[5 3|14/17,20{37]22] §
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que nao difere muito da precedente.
23. As rotas indicadas por I e K, que tém a tltima casa 59, teremos

as casas comunicantes: 54, 6, 58, 56, 10, 60,
as ultimas para I serdo: 55, 5, 11, 57, 9, 59,
ou as ultimas para K: 55, 5, 11, 57, 9, 59,
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donde tiramos mais duas reentrantes, uma vez que 57 comunica tanto com 32 quanto com
50, a saber

32..56.59..64.31..18.1..10.17..11.58. 57,
50..56.59..64.49..18.1..10.17..11.58.57,

que poderdo ser representadas assim

1..10.17..11.58.57.32..56.59..64.31..18,
1..10.17..11.58.57.50..56.59..64.49..18.

Igualmente, as rotas L e M, terminando por 19, teremos

as casas comunicantes com 19 . . 30. 18. 44. 20,
daf as ultimas paraL . . . . . .29.19.45. 11,
.paraM. . . . ..29.19.43.11,

onde ndo ha nenhuma reentrante. As rotas N e O, terminando por 3, teremos em relacdo a
esta ultima:

as casas comunicantes . . . . 2,44,12, 4,
e a ultima se torna para N . . 11,45, 13, 3,
.paraO . . 11,43, 13, 3,

onde também ndo ha nenhuma reentrante.

24, Se valesse a pena, poderiamos, buscando essas transformacdes, encontrar
muitas outras rotas reentrantes em si mesmas, e ndo deixariamos de descobrir meios de
encurtar as operagdes, encontrando duas ou mais por vez, de maneira a chegar rapidamente
ao fim proposto. Também ndo é meu projeto assinalar todas as rotas possiveis que sejam
reentrantes em si mesmas, o que seria um trabalho tdo penoso quanto intitil; e me contento
em ter dado um método seguro para encontrarmos tantas rotas quando queiramos, um
método cuja aplicagdo ndo é dificil em cada caso. Mas podemos adicionar a questdo
principal mais condi¢des que a tornem mais curiosa, como se exigissemos que os nimeros
que se encontram em casas opostas tenham a mesma diferenca, que deve ser 32 como a
média do nimero de todas as casas. Ou que cada casa tenha uma que lhe seja oposta, de
maneira que a linha reta tirada pelo centro dessas casas divida o quadrado em duas partes
iguais. Exijamos entdo que os ntimeros 33, 34, 35, 36 . . . . 64 se encontrem opostos aos
numeros 1, 2, 3,4 ....32.

25. Para encontrar tais rotas diagonais, temos apenas que comegar por escrever 0s
nimeros 1, 2, 3, 4, etc., segundo a marcha do cavalo e, a medida que escrevemos esses
nameros, colocar os nimeros 33, 34, 35, 36, etc., nas casas opostas, e seguir esse arranjo
tanto quanto pudermos, como podemos ver na figura seguinte:
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107294835/ 8314633 |

49136/ 9 304734 7'58
23 n| A ("/'453219

I*l_f,’.‘.':":t-_;£|_f_l_!/_1_}il L3
516413 F “rf' 43 60
26,"9 2156*411 4'17

1146340 3166142

Aqui posso continuar a sequéncia de niimeros 1, 2, 3, até 19, e a dos nimeros 33, 34, 35 até
51. Mas, de maneira retrograda, posso passar de 1 a 64, 63 até 58, e de 33 posso recuar até
26. Doze casas ficam vazias, e emprego as letras A, a, B, b, C, ¢, D, d, E, e, F, f, dispostas

por casas opostas.
26. Temos entdo duas espécies separadas de casas, que se seguem segundo a

marcha do cavalo:

Agora, a casa C, comunicando com as casas 8, 6, d da primeira sequéncia, ndo fornece

novas transformagoes. Mas retiremos as duas ultimas casas, e como é suficiente transformar

uma s6 sequéncia, porque a outra fica determinada, tomemos a primeira
58...64.1...6.19...7,f, B,

onde B, levando a 12, da essa transformada a ser continuada:
58....64.1..6.19..12.B.f.7...11.D.c.

Ora, com ¢ comunicando com a 16, teremos

58..64.1..6.19..16.c.D.11..7.f.B.12..15.a. E,

e a outra sequéncia sera
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26....... 38.51..48.C.d.43..39.F.b.44..47. A. c,

onde todas as casas estdo contempladas.

27. Agora é necessario ligar essas duas sequéncias, de maneira que o fim de uma
se junte ao comeco da outra. Por isso, transformemos a primeira, onde o fim E comunica
com a casa 62, e entdo o fim se torna 63, que sera unido com o comego 26 da outra. Esta
transformacdo da entdo:

58..62.E.a.15..12.B.f7..11.D.c. 16..19.6..1.64..63
6..30.e.A.47..44.b.F.39..43.d.C.48..51.38..... 31

e temos a0 mesmo tempo uma reentrante nela mesma, e dotada da condigdo prescrita:

5_’6'155_55341?30
6013’565_185_3'*2' 7

f401912571 2952
2o|61I,8'254451 8 5
396421'50!1244528

62'49| 2232647 4 9
12263 l,;8i 3102746

28. Tendo encontrado uma sé rota desta natureza, é facil transforma-la de varias
maneiras diferentes conservando-lhe a mesma propriedade. Pois, de qualquer maneira que
particionemos a sequéncia reentrante de ntimeros 1 ... ... 64 em duas metades, uma
contém sempre as casas opostas da outra, como podemos ver por essas bissec¢oes:

1...32(2...... 3313........ 34(4......... 35|
33...64(34...64.1|35...64.1.2(36..64.1.. 3

onde as duas metades sdo sempre coerentes. Agora, temos apenas que tomar uma tal
bissecdo a vontade e transformar as duas metades semelhantemente, até que elas fiquem
coerentes. Assim, tomemos a metade 3 . ... 34 onde o fim 34 comunica com 7 e di a
transformada 3 ... 7. 34 . . . 8, e de maneira reversa, 8 . . . 34. 7 . . . 3, onde o fim 3
comunica com a 24, dando

8....24.3..... 7.34..... 25,

e a outra metade sera
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40....56.35....39.2.1.64.1..57,

que sdo coerentes pelos seus fins 25, 40 e 8, 57. Podemos entdo representar assim estas
novas rotas:

1.2.39....35.56....40.25....32,
33.34.7....3.24....8.57....64

29. A mesma metade 3 . ... 34, jad que o primeiro fim 3 comunica com o 24, da
pela transformacao:

23...3.24....34,
e com 34 comunicando com a 7 da
23....7.34....24.3..... 6,
e a outra metade sera
55....39.2.1.64..56.35....38,
que é coerente. Consequentemente, teremos uma rota representada por essas duas metades:

1.2.39...55.6...3.24...32,
33.34.7...23.38...35.56...64.

A metade4..... 35, por conta da comunicagdo do fim 35 com 18, da

que ja é coerente com
36....50.3..1.64..51
donde tiramos esta rota:

1...3.50..... 36.19....32
33..35.18....4.51..... 64

e outras transformacdes da mesma metade dao

1....3.50....43.36.19...23.10...5.24....32
33...35.18...11.4.51....55.42...47.56...64.

RBHM, Vol. 22, n° 43, pp. 17-67, 2022 31



Frederico J. A. Lopes

30. E eis quatro outras rotas que tém a mesma propriedade que aquela do §.27:

sosgn g48|;31 4259 6:;584331'18533
23| 6/49/58 9 ‘_. 5154143 58/19/3445/30
635_31_&21 59121{!51 6041%6' 7146 I—“P;‘;ﬁ
52445/52/5713629 B S Aty '29'19
4461[&25 £356l 48/61/52{25| 8/15/36)21
(3644314531401928) | 36449143924 928
462_§| :5_[26!17,3855 162/13[ 2/51/26/11/22[37

114263 16391542718 | 1l5063 121233827 10

353831 4833

4059112 35/38,3454133|  149]39/59;3° 33|
\ 958‘5>|£]_ZL 51 l'-" 95849 341373 o|
604_‘61!3652324'?1 60'4:,,611 3647'32'21

171419425 571482952 ,iﬁ"-l?.'q'h""m‘)‘{_

2061162 -,103146‘491 iu

'l>64211_3'£j17)'25 536415] 44324 928
62 51 21726 7 714419

| 7
|6:| 5 223126 7150045 l g s

1'22 63 6 *'44 27| 8
31. A esta condicdo de casas opostas podemos ainda acrescentar esta, que a primeira
metade dos nimeros 1 . ... 32 preencha apenas a metade do tabuleiro, dividindo o tabuleiro
por uma linha paralela a um lado
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ERINESNE
33|
o i _!_ —|— .._':'_lc

_1[a b 128 7141916

24127, 8 ¢ 12017| 6/13

9| 225 22/11| 41518

26i23i10| 314 [21]12

de maneira que os numeros 1 . ... . 32 se encontrem todos abaixo da linha af, e os outros
33....64 acima. E necessério, portanto, que a unidade 1 se encontre préxima da linha of,

de maneira que ela possa se comunicar com o nimero 64 que se encontra acima.

32. Comecemos entdo por colocar a unidade em uma tal casa qualquer e, em
virtude da oposicdo, a casa 33 sera determinada também, e sera necessario fazé-lo de
maneira que ela comunique com aquela que contém o nimero 32 abaixo da linha af.
Tentando um tal disposicdo, cheguei até o ntimero 28 e escrevi nas casas vazias as letras q,
b, c, d, para o arranjo das quais eu faco as transformagoes seguintes. A sequéncia 1. ... 28,
em que 28 finaliza em 27, 25, 11, 17, d4 essas transformadas:

L 1....25.28....26;
II. 1....11.28....12;
II1. 1....17.28....18;

onde nenhuma se estende a uma das casas vazias. Mas depois de muitas transformacgoes,
chegamos a esta, que compreende todas as casas

1...8.23..21.18..20.b.24..28.17..9.a.c. d.
que se transforma nesta:
1...8.23..21.18..20.b.24..28.17..15.d.c.a.9... 14,
onde o fim 14 comunica com o comeco 33 da outra metade acima da linha af; e o fim 64

desta comunicard com a casa 1.
33. Eis aqui esta rota representada por inteiro
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37[62|43|56|35l6014150
44/55136(61/42149/34/59
63385 3146|57(30/5 1[4
s4/45/6439!52147(58133
_1|:6xs’~o _7133{13)22
1619 8] sitg21] 631
2~ Zlf_l'glﬁy gl23)12
18| si2x| 32411030

|
g

e ndo so6 é facil encontrar muitas outras pelo mesmo método, como também podemos
transformar esta de varias maneiras. E aqui estdo algumas:

7....1.8..25.32....26
15...10.7...1.8.9.16...21.24....32.23. 22,

que podemos ainda inverter, como a primitiva, representando-a assim

35(62143/56)37| 59| 35|60l43!56]37 621]50¢
435 5|36(61]42 59 44]55136,61]32/44/38.63]
6334153,46,57140,5 1148 $9134/53.46s 74005113 '_‘
o5H115[5H33 52147158390 I5di35i58133)52147(54)30],

7|26{15:120| 1 22 732|15:20 1]261 3,22

161191 82514 38 1679 8""“'I < A

27| 6j17]10/29 12 3t 6:~:u:9 4| 312

i8] 9|:8] sl24 3 18] ol30| 52410)28 3

41,60,37/54143/5 ¥l47/50 f2{37/56]31/c0l35[54 471
1563!4':9!;313-55_2 57042/61036,5548i5 134

61,40 gg’n 55146,5 148 38i63l44/59! 4o|13146 49

eassfeaissilisSasly  alswisisaatisolisa
“isjea| 0| 7ol Sfsaf  ao| wigiiaal 72l
Lhisjigiay slax) B39 171421 837)i331) 6

25)12(17| 6[27(10(31| 4 _zrgufz, 42 )! °i25

18]tsl26]11]22] s5j28] 9 15]22] 3l28! 9j245l30
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35. Até aqui, considerei a questdo tal qual ela havia sido proposta para o tabuleiro
comum dividido em 64 casas. Ora, como esse numero é grande demais para que possamos
conceber todas as variedades que podem ter lugar, serd bom considerar também algumas
figuras mais simples que contém um nimero menor de casas que o cavalo de xadrez deva
percorrer. De saida, é evidente que nem um quadrado de 4 nem um quadrado de 9 casas sdo
apropriados para isso; mas veremos que ndao podemos ser bem-sucedidos em um quadrado
\T-H*JTS_IT,‘ de 16 casas. Pois, de qualquer maneira que o abordamos, sempre restara uma

14 i";i‘;l‘i casa angular vazia; e veremos em breve que toda§ as transforrnagf)e’s que
12l plr2 podemos fazer'néo sdo capazes de a pre'encher.' E claro que deveriamos
o _6|“T; comecar e terminar em um canto; e, na partida, dois dos quatro quadrados do
—_— =l meio serdo logo preenchidos, e os outros dois deveriam ser guardados até o
fim, o que ndo pode ser feito.

36. O primeiro quadrado, portanto, que o cavalo pode percorrer é o de 25 casas,
que poderemos preencher por meio das mesmas regras, caso ndo consigamos na primeira
tentativa. Ora, a marcha do cavalo tem sempre a propriedade de que os numeros pares e
-, impares se seguem alternadamente, como podemos ver por todas as
(*2| 5| figuras mostradas até aqui. Dai, é evidente que a tltima casa, contendo

L €)1 116] 25  ndo poderia jamais comunicar com a primeira 1, e, portanto, é
13 825 4l2 Y impossivel encontrar uma rota reentrante nela mesma no quadrado de
IE {?;!?f;{‘?&! 25, nem com nenhuma outra figura que contenha um niimero impar de
l_;",_-;[ ", 20| 3| casas. Dai compreendemos também que ndo poderiamos jamais comegar

por uma casa que contém um numero par, pois, de qualquer maneira que
transformemos essa rota, 0s nimeros pares cairdo sempre nas mesmas casas, € as €asas
angulares conterdo os numeros impares. Nesse quadrado de 25 fica também claro que é
absolutamente necessario comegar ou terminar por uma casa angular.

37. Mas vejamos também as transformagdes que podemos tirar dessarota 1. . .25
encontrada no quadrado de 25 casas. Ora, a Gltima comunica com as casas 20, 10, 16, 22,
12, 18, 24, 14 e da essas transformadas:

I 1...20.25...21; II. 1...10.25...11;
m. 1...16.25...17; IV, 1...22.25...23;
V. 1...12.25...13; VL. 1...18.25...19;
VIL1............ 25; VIIL.1...14.25...15;

Entdo, comecando pela casa angular, podemos terminar em qualquer uma das casas 21, 11,
17, 23, 13, 19, 25, 15. Mas a primeira da ainda essas transformadas,

a.1..6.21..25.20..7; b.1.2.21...25.20...3,

e essas outras

c.1.2.11..25.10.. 3; d1..8.11..25.10.9,
e.1..4.17..25.16..5; f1..8.17..25.16..9,
g.-1..4.23..25.22..4; h.1.2.23..25.22....3,
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i.1..6.13..25.12..7; k.1.2.13..25.12....3,
[[1..6.19..25.18..7; m1..4.19..25.18..5,
nl..6.15..25.14..7; 0.1..8.15..25.14..9,

onde as tltimas casas sdo 3, 5, 7, 9%

38. Como as casas angulares 3, 5, 7 comunicam-se apenas com duas outras, elas
nao ddo novas transformadas pelo nosso método. Consideremos entdo aquelas que
terminam por 9 e tiremos essas transformadas

p.1..4.9.10.25..11.8..5; g.1..8.11..24.9.10. 25,
r.1..4.9..16.25..17.8..5; s.1..8.17..24.9..16. 25,
t.1..4.9..14.25..15.8..5; u.1..8.15..24.9..14. 25.

Agora, essas novas rotas que terminam por 25 nos conduzem a outras transformadas, e
chegaremos a muitas outras rotas que terminam por qualquer uma das casas marcadas por
nimeros impares. Dai vemos que, comegando pela casa angular 1, podemos terminar em
qualquer casa que quisermos marcada com um ntimero impar e de varias maneiras
diferentes. Entdo, como cada rota pode ser invertida, o ntimero de todas as rotas possiveis
se torna extremamente grande.

39. Aqui podemos ainda acrescentar esta condicdo, que os nimeros que se
encontram em casas opostas tenham sempre a mesma soma, a saber, 26. E necessério entéo
que a primeira e a ultima casas se encontrem em angulos opostos; e para encontrar uma rota

23‘”,.[ 5[10[z assim, basta apenas que comecemos a preencher o quadrado e colocar na
6|1 1124|1914 Casa oposta de cada nimero seu complemento de 26 e continuar assim o
'{‘;!2—2 13 _i—‘!tanto quanto podermos. Mas, ja& que sabemos que a casa do meio deve
e g B 5|2 0| CONLET 13, quase ndo temos o que perder; e entdo, conservando a mesma
e —l;;l-—li—; _?l propriedade, podemos tirar muitas formas diferentes. Eis aqui algumas:

L 1....4.11...... 5.14.13.12.21...15.22...25,

II. 1....4.7..5.14..18..13.8..12.21..19.22...25,

II1. 1....4.21........ 14.13.12...... 5.22...25,

Iv. 1....5.14........ 20.13.6...... 12.21...25,

V. 1..4.11.12.21....16.13.10....5.14.22...25,

VL 1..4.7..... 12.21.20. 13.6.5.14...19.22 ... 25,

VIIL 1..4.21.12........ 6.13.20....14.5.22...25.
40. Em todas essas variacdes, tanto os quatro primeiros niimeros 1 . . . 4 quanto os quatro
ultimos 22 . . . 25, com aquele 13 do meio, se mantém invaridveis, de maneira que as

variagoOes se ddo apenas com os outros. Donde parece também que as rotas encontradas com
as 7 variagOes esgotam inteiramente essa espécie. Eis aqui, entdo, todas essas 8 rotas
representadas de uma s6 vez:

2 . . ~ .
A transformada g deve terminar com o niimero 5, e ndo com o 4, como esta no texto.
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23018] s[10f3s| |3[18[rx] Gas| [a3[12] 7)u6las| |2a] I2ifi6as
6|11f2410i141  |10] 52417012 6:17'2421| 8 201 5|24 7l12
17213 4 9 li9i2ali3 4l 7 i3 iy S 41
12| 71 2ji5:20, ligl 9! 221]16 .EQ'_}TE-T)!E;D ’TI;'I;}'ET?W
1f16211 g0 3] [ 1200150 83| | ricit9ig 3| |T11ol 518 3]
23'_3_0_"_9.'41 3_.1:20”{ 8l2s| |23[16[21] B2g| |23[10; 51825
ri_hg_ 334 _9:20 14 Y2421 16 12 T24|15'200 [1g719'2 41111 6
1122 |3|_4 15 [1w22 4 7l 7223 g1 [T9223 317
61 2i11:_8- 1o sl 2lizinal 161l 2 19114 2015 2 712
27080 3| [ihgT1 6 3| [Tisl shol 3| |3 sai16l 3

41. As rotas encontradas acima para um quadrado de 25 casas podem também ser
dispostas de modo que elas preencham um quadrado de 100 casas, de maneira que a rota se
torna reentrante em si mesma. Eis aqui um tal quadrado de 100 casas.

If’.. l‘a'

36|
le

+a
o

-
-y

nggmmml
-

37/32| 53[60|67

72|55

31{40/g45
38'33]50

4827134!35| 74/69'58
43*34 49:26|

68 _3154

166

59'52, 63

5671
(as 62

64 75
76/99'84

89194[77(¢ 8

7°i7
93‘78
98 31

10| 3(8A

-3 9"

56197

9
3118l 95lgo8
3

82’8"96

9[80

onde os numeros estdo dispostos em quatro quadrados, e cada um deles contém a mesma

rota.

42. Antes de terminar, acrescentarei ainda algumas outras figuras. Entre os
retangulos, o mais simples que o cavalo pode percorrer é do de 12 casas, de largura 3 e
comprimento 4. Eis algumas rotas:
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F 712s| [3]6l8| 3169z [2[ 963
4| 9|12 12| 9| 2| § 811} 2| § 1| 411 8
T8l 6:;| 1| 4| 7)1 147101 10| 7| 2| 5

Mas vemos facilmente que as rotas reentrantes nao teriam lugar aqui. Se a largura contém
trés casas e o comprimento 5 ou 6, é impossivel de percorré-los, mas dando ao
comprimento 7 ou mais casas, podemos ter sucesso, embora sem reentrar:

3 8| s|1815)2013)  |15]18,21) 3| 5] 8irs
6|19| 2| 9,12(21{16] 20| 1||6:3ho} 3| 6}
1| 4 7I=°]!7r4“| 17(14]19] 4| fllz. 9|

Agora, se damos 4 casas a largura e 5 ou mais ao comprimento, teremos essas rotas:

6-;5_ lql'—-
~:[ "lslo 3| 4

43. Até aqui as rotas reentrantes em si mesmas nao podem ter lugar, mas dando 5
casas a largura e 6 ao comprimento, podemos também satisfazer a condicdo, assim como
em todos os outros retangulos onde o niimero de casas € par, desde que ndo haja menos do
que 5 casas em um lado. Eis alguns exemplos:

31202124[ 518 _3.9.—; 6l15/2819
EEEEET 7{i6la9f0 s/1a
ool S e 22031[ 8135[18)27
zgn"o‘ls"G[ _9|361726/13] 4
122/27/10| 7[16 32(23]_211|34i25

111033 23] 3j12

onde a segunda figura é um quadrado de 36 casas, e a rota ndo s6 é reentrante em si mesma,
como também os nlimeros nas casas opostas tém todos a mesma diferenca de 18.

44. Mas sem nos limitarmos as figuras retangulares, podemos formar a vontade
uma quantidade de outras figuras onde o cavalo pode passar por todas as casas;
acrescentarei entdo algumas que sdo mais simples e que admitem também rotas reentrantes
em si mesmas.

38 RBHM, Vol. 22, n° 43, pp. 17-67, 2022



O PASSEIO DO CAVALO, DE L. EULER (TRADUGAO)

[14]15)
10} 7 7lt2
12, 5| 2| 9 6[13]20:15,1811
3| 8l11| 6]
'\ 4
| rprai 72l
15| 8]21|32{13]2
_2.3,_1.'. 231 6|19
9[16{29/20[25/12
__l.__
30| 3ltoj27{18] §
' 28(17| 411
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3. Texto original

% 310 o
A T e R R e e e B e AT

SOLUTION

DPUNE
QUESTION CURIEUSE QUI NE PAROIT

SOUMISE A AUCUNE ANALYSE,

paR M. EULER

I.
¢ me trouvai un jour dans une compagnie, o, 4 I'occafion du jen
d'echecs quelqu’un propofa cette queftion: de parcourir avec un
cavalier toutes les cafes d’un échiguier, fans parvenir jamais dewx fois @
lo méme, & en commengant par une cafe donméz.  On mertoir pour cet-
te fin des jettons fur routes les 64 cafes de I'échiquier, & I'exception
de celle o le Cavalier devoit commencer fa route; & de chaque ca-
fe ol le Cavalier paffoit conformément a fa marche, on dtoit le jet-
ton, de forte qu'il s'agiffoit d'enlever de certe fagon fucceffivement
tous les jettons. Il faloit donc éviter d'un coté, que le cavalier ne re-

vint jamais & une cafe vuide, & d'un autre c6té il faloit diriger en

forte fa courfe, qu'il parcourut enfin toutes les cafes.

2. Ceux qui croyoient cette queftion aflez aifée firent 'plu-
fieurs effais inutiles fans pouvoir atteindre au but; aprés quoi celui
qui avoit propof€ la queftion, ayant commencé par une cafe donnée,
a fGu fi bien diriger la route, qu'il a heureufement enlevé rous les jer-
tons. Cependant la multitude des cafes ne permettoit pas qu'on ait
pl imprimer 4 la mémoire la route qu’il avoir fuivie; & ce n'éroit
quaprés plufieurs effais, que j'ai enfin rencontré une telle route, qui
farisfit 4 la queftion; encore ne valoit-elle gue pour une certaine cafe
initiale. Je ne me fouviens plus, fi on lui a laiffé la liberté de la choi-
{ir lui-méme; mais il a trés pofitivement affuré qu'il éroir en érar de
I"éxécuter, quelle que foit la cafe od I'on voulur qu'il commengat.

g‘
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3. Pouréclaircir mieux cette queftion, j'ajouterai iciune route, ol
en commengant par un coin de 'échiquier, on parcourt toutes les cafes:

42]59(44| 9|4ol21]46] 7
61(10l41|58/45| 8]39/20
12/4560,55122(57, 647
53/62{1130[25/28/19(38
3211354|27|56[23(48] s
63]52:31124129:26/37/18
14!33] 2|51]16{35| 449
1/64]15134] 3l50l17136

Jai marqué ici les cafes par I'ordre des nombres, fuivant lequel elles
fonr {ucceflivement parcourues.  Ainfi le cavalicr ayant été pof€ dans
lacale 1 faute en 2, de ld en 3, &depuisen 4, 5, 6, &c. jusqu'd ce
que venant enfin dans la cafe 64 il aura pellé routes les cafes. 1l eft
évidenr, que cette route farisfait également, quand on veut commen-
cer par quelqu'un des autres angles.

4. En retournant par la méme route on pourra auffi com-
mencer par la cale 64, & de ld en paflfant fuccellivement par les cafes
63, 62, 61, &c. on parviendra enfin, aprés avoir parcouru toutes
les cales, 3 celle du coin 1. Mais cetre roure ne fervira de rien, quand
on doir commencer par quelque aurre cafe: & alors on fera obligé de
chercher par des effais une nouvelle route, dont le commencement
foit dans la cafe donnée.  Or on reconnoitra sifémenr, qu'unc telle
foluiion du probieme propof€ feroir trop pénible, & ne conviendroit
pas au bur cn vue; ou il s'agir de trouver promtement la route,
qu'il faut fuivre,  D'aillcurs une telle recherche ne merite aucune at-
tention, & moins qu'elle ne foic fondée fur quelques principes; ou
qu'on ne la puiffe foumettre 4 quelque clpece d’Analyfe, qui en dirige
les operacions

¢ Ce neft aufli que dans cette vue que j'ofe propofer mes
recherches fur cecte queftion: auxquelles jai été conduit par une idée

tou-
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toute particpliere, que Mr. Bertrand de Gieneve m'a fournie; car, quoi-
qu’elle {oir legere en elle-méme, & rour i fait érrangere A la Géomérrie,
clle doit étre regardée comme trés remarquable, dés gqu’on aura trou-
vé moyen d'y appliquer PAnalyfe.  Or je ferai voir qu'elle eft
fulceptible d'unc analyfe tout particuliere, qui doit mériter d’aurant
plus d'arrention, que certe analyfe demande des raifonnemens peu ufi-
tés ailleurs.  On convient aifément de I'excellence de 'Analyfc, mais
on la croit communément bornée & de certaines recherches, qu'on
rapporre aux Mathématiques; & parrant il fera roujours fort impor-
tant d'en faire ufage dans des matieres qui lui femblent refufer rout
accés: puisqu'il eft certain qu'elle renferme l'art de raifonner dans le
plus haut degré.  On ne fauroit donc érendre les bornes de 'Analyfe,
fans qu'on ait raifon de s'en promettre de trés grands avantages.

6. Or d'abord je remarque, qu'on pourroit fatistire & lu
queftion, fi I'on trouvoit une telle route, ot la dernierc cale marquée
par 64 feroit ¢loignée de la premiere 1 d'un faut de cavalier, de forte
qu'il pourroit {aurer de la dernicre {ur la premiere. Car, ayant trouvé
une telle route rentrante en clle-méme, on pourra commencer par
quelque cafe que ce foit, & de li continuer la courfe fuivant 'ordre
des nombres jusqu'i la cafe marquée par 64, d'ol, en fautant i celle
qui eft marquée par 1, il acheveroit la courfe jusqu’a rerourner i celle
d'ot il éroit parti.  Or voild une telle route rentrante en elle - méme,

42|57|44| 9|40i21/|46| 7
ssj1oj41]58145| 8{39i20
12|43!56/61|22!59 6,_;1
63|54/11130{25(28!19|38
32{13(62(27|60|23]48| §
53164/31124]29|26/3718
14{331 2{51|16{35| 4149
ts2fts5l34l 3lsoli7l36
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=. Ayant donc bicn imprimé 4 la mémoire une relle route,
on fera en &at de farisfaire & la queltion en commengant par une cafe
quelconque.  Car, foit par exemple la cale marquée par 25, d'od le
cavalier doit partir, & on n'aura qu'i le faire marcher fucceflivement
par les cafes 26,27,28 .. . . . jusqu'i 64, d'ou paffent i la cafc 1,
il pourfuivra (a route par les cafes 2, 3, 4, jusqu’a ce qu'il foir par-
venu 4 celle qui el marquée par 24: & ainfi il aura parcouru toutes
les cafes de I'échiquier.  J'indiquerai cette route en repréfeatant les
nombres qui marquent les cales, en forte

Ay e pun o [ 10 NSl 13

& il eft évident qu'on réuflira également en commengant par toute
autre cale: ainfi cette difpolition

48 o o e Gl ve e e 45
fervira, quand on doit commencer par la calt 46,

8. Hecft auffi évident que la mime difpolition fournit, pour
chaque cufe ol 'on doit commencer, une double route: puisqu'on
peut ¢galement pafier de la cafe marquée contre 'ordre des nombres
Jusqu’d celle qui contient 1, & de li fautant en 6.3 conrinver la courfe
par les cales 63, 62, 61, &c. jusqu'd ce qu'on parvienne i celle ot
Pon a commeacé.  Que le nombre 4o indique la cafe d'ed il fauc
partir, & on aura ces deux routes 3 pourfuivre:

40. 41 . 4.0 - o B4 1.2 ... .., 39,
& 4039« an 50 s I TR 4t
ot la premierc finit par la cafe 39, & lautre par 41.  Toure autre
difpofition rentrante en elle - méme fournira les mémes avanages, &
il fuffic d'en favoir une feule par-coeur: mais on comprendra aiément,
que ce feroit un ouvrage extrémement embarraflant, que de trouver
en titonnant par plulieurs effais unc telle difpofition, & qu'on rifgue-
roit de n'y réuffir peut- étre jamais.

Mé, de I Acsd, Tom. XV, Ss 9. Je
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9. Je m'cn vai donc expliquer une méthode certaine, qui
nous conduira infailliblement au but propofé, & par le moyen de la-
quelle on fera en érat de découvrir aurant de routes fatisfaifantes
qu'on voudra: car, quoique le nombre de ces routes ne foit pas infini,
il fera rovjours fi grand, gu’on ne le fauroit jamais épuifer.  Mais il
faut ici diftinguer deux efpeces de routes, I'une qui parcourt fimple-
ment toutes les cafes de I'échiquier fans que Je cavalier puiffe fauter
de la derniere & la premiere; Pautre efpece eft celle des routes ren-
trantes en elles: mémes, ol le cavalier, aprés avoir parcouru routes les
cafts, peur faucer de la derniere & la premiere, J'ai domné va evemple
dc la premiere efpece dans le §. 3. & un de la feconde dans le §. 6.
Yon peut regarder 'un & l'autre comme trouvé par hazard en titon-
nant; mais la méthode que j'expliquerai, fervira i en trouver autant
qu'on voudra, tant de 'une que de P'autre efpece.

10. Comme il eft beaucoup plus difficile de trouver par les
feuls efiais une route de la (econde efpece, je commencerai par don-
ner une méthode, par le moyen de laquelle on pourra, aprés avoir
trouvé unc route de la premiere efpece, en découvrir non feulement
une, mais plulieurs de la feconde efpece.  Pour cer effer, je remarque
d’sbord qu'on peut en pluficurs manieres changer la derniere cafe, cel-
le du commencement demeurant la méme.  Confidérons la route
rapportée §. 3. & qu'on marque les cafts auxquclles le cavalier pour-
roit paffer de la derniere marquée par 64; or on verra que ces cales
font 63, 31, & s1; dont la premicre, qui renferme le faur deji em-
ployé & 64, n'eft d’aucun ufage. Mais, puisqu'on peut paffer de la
cafe 31 4 la cale 64, qu'on fafle ce faur aprés ére parvenu de la cafe 1
par les cales 2, 3, 4, &c. 4 celle de 31, & depuis quion pourfuive la
route par les cales 64, 63, 62, &c. jusqu'd ce qu'on parvienne 4 la
café 32 qui fera i préfent la derniere: certe nouvelle route, fera re-
préfentée en forte

L oo o s 3100868 o o0 o o+ B
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_ 11. Deméme,le faurde 64 4 51 nous donne i connoitre,
qu'on peut pafler de la cafe 51 & 64: & de ld en pourfbivant la
route par les cafes 63, 62, &c. la derniere fera celle qui elt marquée
par s2: cette route entiere {cra donc repréfentée en forte:

I:3 &« » » o o » §E. 64 63 . . .+ .+ . & $2

Maintenant, puisque certe derniere cafe 52 fournit un faut 4 la premie-
re, cette route (& rapporte 4 la feconde elpece, & eft rentrante en el-
le-méme: & c'elt préci€ment laroute décrireau §. 6.  Quand on
ne {eroit pas encore parvenu i une route rentrante, on pourroit de
nouveau transformer celle que nous venons de trouver au §.
précédent:
2 6 W ¥ oni BNEH E GG R s BN

ol la derniere érant 32, le cavalier en peur fauter aux cafes

43, 11, 31, 33, ainfi on n'aura qu'a renverfer la partie de cette rou-
te comprift entre I'un de ces nombres & le dernier 32,

12. Le nombre 43 fournira donc cette nouvelle route

E s oo s v B OE o v 430 3% e e v B
o I cale angulaire 42 eft la derniere. Le fecond nombre 11 don-
nera cetie rouie:

E o &8 o XRBE . w o le BRI o . o8 o« B3
ol la cafe marquée de 12 elt 4 préfent la derniere.  Le rtroifieme
nombre 3t rend la routé principale, d'olt nous avons tiré ces nou-
velles favoir

r . . . . . 332 L, . ., 64
& le quatrieme nombre 33 ne change rien dans la route que nous
traitons.  La route précédente, qui finiffoit par 12, puisque le
cavalier peut fauter de 12 d cescafes 59, 41, 11, & 13, fournira
ces transformées.
T oeooso Il 33 0045913 ....31.64....61,
EoveoBK 32 oooodle 12,000 30.64 0. 434
Ss 2 &
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& celle-1d, puisque 6o conduit aux caufes 61, 59, 9, 45, 25, 27,
13, & 53, nous ménera 4 pluficurs nouvelles routes, ol les dernie-
res cales feront 10, 46, 26, 28, 14, & 54

13. Voild donc une fource bien riche, d’ol 'on peur puifer
quantité de nouvelles routes, en ayant une fois wouvé une feule: & le
nombre des ransformations devient encore plus grand, quand on
senverfe ordre de la premicre route en forte

64 . . . . . . - - . .I‘,

ol la derniere cafe tenant & 52 fournit cetre transformée

B w a0 wos FHRYE » 3 » woa 53

& puisque 51 donne un faut & 64, cette route eft rentrante en clle-
méme, mais elle n'clt que la renverlée de celle de deffus.  Or 51
¢éuant Lié avee 64, §2, §4, 56, 26, & 5o, fournit ces transformées

64 « o o o 5451 « ¢ s « 1.52. 53
By o = o e SE8Y . . . - D49 .IRE
G s 4 o6 GAT o 4 v e 26. §1 . . . 27,

& de celies-ci, fi 'on veut, on peut encore trouver quantité d'autres:
parmi lesquelles on ne manquera pas d'en découvrir qui font ren-
trantes en elies- mémes.

14. Or, en ayant déja trouvé une, qui eft rentrante en elle-
méme, comme elt celle du §. 6. il n'eft pas difficile d'en tirer pluiicurs
autres de méme narure: on n’a qu'd arranger les cales en forte que,
tant la premiere que la derniere, fe trouve éloignée des bundes, puis-
qualors 'une & I'autre permet § faurs.  Ainfi, {i nous rangeons les
nombres de la route §. 6. en forte

3T 4 s s s e s BT . 4 . o . . 30
la
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la derniere cafe 30 érant jointe A celles-ci: ";;s, 59, 23, 29, 31, 13,
43, 41, fournit ces transformées
L. §¥ . o ¢ <4580 & . 5LBE . o s . 48
I 3r. . . .$§9.30. . . .64 . . . . 60
1L 8% 5 5 v » BT cou v 2% 200 = o+ = Bl

IV 38X s oo w BX % 5 8% 30w & & 05 Ty
V_. 3T . « + 4330 . « b4 . . . . 44
VEh gt o5 G41o907% o 8 6gd o 5w 43

oila 11 &laIV. font rentrantes en elles-mémes: & tant de celles-ci
que des autres on pourra trouver par des transformations ultérieures
pluficurs autres, Comme la 1l donne

A see iBh T e ESe B ale vie 30956 e T4
30::33.24 . ¢+ 30. 33 4+ o 0o Lo 64 s » « 34
BL oone G T o0 00 T8 B wn acn GO BB 00 o0 KO

15, Mais, quand on n’a pas encore une route de la premiere
efpece, voyons comment il faut s'y prendre pour en trouver une fans
fe livrer au (eul hazard.  En commengant par une cafe quelconque,
qu'en continue & volonté les faurs du cavalier auffi loin qu'on pourra,
& qu'on metre dans les cafes qui fone reftées vuides, des lettres qui
leur fervent de figne, comme dans cetze figure:

3421054 9(32[{19148] 7
ssliolz3]:0fs3| 8l31[18
22! - 51€2) # l30ly9] €lgz
11156/41[5¢ls59]52[17130
36,23j55/61142139/36] 5|
5712|125 38]5 1,602 0]16
24137l 2la3inal27! qlas
114 113/26] 3l4415[28

Ss 3 Iei
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Ici j'ai pu continuer la rourte jusqu'i la cafe marquée par 62, & dans
les lettres 2 & 4.
16. Maintenant, ayant 62 cafes parcourues par le cavalier,
je les repréfente de cette maniere
: SR v s e o 62,

& regardant la cale 62 comme la derniere, je cherche des transfor-
mées, qui finiffent par d'autres cales, d'oi il y ait un paffage fur 'une
descales aoud.  Or la cafe 62 communique avec celles-ci g, §3,
59,61,23,11, 55, & 21, d'oll nous tirons ces transformées:

L 1....9.62....10 dotlonpaflcena

L i dvase «. 53.62...54 dodlonpaficena
I 3 % vavesece §9.6% /60

IVi 3 wovwn aiw 33:62.0 o0 0 B4

V. 1 o W 12
VL 1 ....4.55.62 ..., 56, dotl'onpafleen #
b | B RN SL-GR U 8 22

Done les routes I, 11, & VI, s'étendent déji jusqud la cafe a, & il
n'y refte plus vuide que la fevle cafe 4, & pour la lier avec les autres
on n'a qu'a rransformer une de ccs trois routes par la méme méihode.
On opéreroit femblablement §'il éroit relté pluficurs cafes vuides.

17. Prenons la premicre transformdée
- v owoe v ow BB e e e v B &
dont la derniere cafe a conduit 4 32, 8, 52, 42, 58, 56, 10, & 54,
parmi lesquelles 58 fournit cette transformée
I o« « o s 962 . . . . $810 . . . §9
donr la derniere 57 conduit @ la cafe &, de forte qu'a préfent le cava.
fier aura parcouru tourcs les cafcs, ayanr commencé fa courfe en 1,
& fini en 4.
L oa o e S06E @ ow SBvmTO w n w e f7ube
Mais
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Mais cette route n'eft pas rentrante en elle-méme. Pourlui procurer
cct avanrage, cherchons de nouvelles transformées, la derniere / con.
duifant a ces cales: 57,25, 43: dont 25 donne cetre transformée

25w a OB we s GBarl 1O sw w0 B8 B STy v o RE
ob la derniere conduit & 37,25, & 51, & 27.  Or aucune ne four-
nit une route de la feconde efpece.  Prenons donc 43.

L oveaD 6200 s$8 10 cos.ed2.857....44

dont la derniere 44 conduir 4 43, 51, 29, & 45 dont aucune pe
donne immédiatement une route rentrante en elle - méme.

18. [l faudra donc paffer i de nouvelles transformées, &
pour que cela fe puifie faire plus aifément, il fera bon de préfenter la
route trouvée de la premiere efpece par 'ordre naturel des nombres.

4c]27 62| 9l38i25]54] 7|
61]:6'39/26 59| 8/37|24]
28l411015l36055) 6l53
17,62147/56]13[58/23(36
42290141 1/48(45/52 §
631813144 57/12/35.22
30|43] 2|49|20[33| 45!
1164119{32{3 [50/21]34

ol la route érant repréfentée en forte

I a v v oo wow o oiew Bl
& la derniere 64 conduifant 3 63, 31, 49, on aura deux transformées:
L T s ¢ o oa vo BEBY G o8 ow e 3R
Lo 3 i 9 g% 68 & &% 5 @ & S04

car la cafe 63 ne change rien dans la propolf¥e,.
19.
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19. Puisqulil n’y a que deux cafes qui aboutiffent 1 la pre-
miere 1, renverfons ces deux transformées pour avoir:

L 88 . o % « G§igE o & & 4 i

IL 50 . . . « 6349 .« « + + %

& maintenant, la derniere 1 conduifant 4 2 & 18, nous en tirons ces
deux nouvelles:

A GRS 64 T ve il VRBeX G viae il B,
B. souiaw s 648 i i X ace v Iy
o la derniere 17 conduifant 4 16, 10, 14, 18, nous obtiendrons

G 32 ¢ e Bt awn BaTin v wiZ08 XY wva-cevas 18y
Di 38 en 68540 awere BB winie e 30T sve widE
Bl 38 vovon®8 38 oov oo I8 Lionioe 580080 v 1%
Fo 50 ccoo oGl 94 o Bl Toav oid Bl IF o0 »T%;

La derniere 11 conduit & 46, §8, 12, 20, 2, 18, 62, 10, & donne

G.32...461£ .44 17,10 ... 1.18 ., 3064 .. .47,
H, gosicns Sy ve 46185 w0 o lalB adiias,
L 32 ...5811 ...17.10 ... LI§ .. 31.64 ...%9,
K. 365 5808 o FRIO o0 8T8 0 o B06H » v 59
L. 32...6431...2011 .. 17.10...1.18.19,
Mso...6449 «.. 2011 .. 17.10 . .. I.18. 19,
N.ja...6431 ...180.2.11 . .. I7.10 . . 3,
O.50...6449 ++ .18 1.2.12 . . . 17,10 ., ., '3,
P. 32 ...6211 ...17210 ... 1.18 . . 31.64.63,"
Q.50 ... 6201 ,..17.10.. . 1.18 .. 49.64.63-

) 20, Or
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20. OrE & F dont la derniere 15 conduit 4 33, 8, 58, 48,

14, 62, 16, 60, donneront ces transformées:

g 32 ..38.15 ... 17.74 + -« 118 ... 364 . . 39,

h. 50 . . 6449 « .. .38.15 .. 17.14 ... L1B . ..37,

fo 32 0064031 cno oI8:1 oo o Bolf o v o 17.04 + 4 9

K 8 + CHdB e rie:e TBoeE o oo B0 B8 s oou BT TR o8

L gaisie 5848 iy 19Tl s o X038 s $9:64 5 059,

250 & SBVES sive NRLg e s RS s 5080 e X9

e 3% 0 i 480 T8 oo IPe1G o0 o L8 o oiv 3164 0 @9

0, 5O ¢ +64:49:48:35 s+ 177464 118 4 o « o o 475

P32 ..6215...17.14 ... 1.18 ... 31.64. 63,

Jo §O & 062,05 o o 17004 o0 L I8 . .. 49.64, 63,

Y. 32 . .60.1% .. J17.14 ... 1. I8 . .. 21.64..61,

5. 0§09 . 60,15 o0 . 37004 0 . . 1I8 L .. 49.64..61,
Mais, parmi toutes ces transformées, il ne s’entrouve pasencore une qui

{oit rentranic en elle-méme, mais lpurs transformées ultérieures en four-
niront aflez.

2r. Prenons la route indiquée par la lettre G, od la dernie-
re cale 47 communiquant avec celles-ci: 26, 46, 48, 44, 18, 42, 28,
16, les dernieres cafes qu'on aura par ces transformations, fcront:
27, 11, 47, 45, 19 43, 29, 17, dont 43 communiquce avec la pre-
miere 32, & donne par conféquent cette roure rentrante,

32+« 42.47 ¢ o 6431 « o 180 . . 10.17.. 11.46,.43,
laquelle pourrsa donc étre repréfentée en forte

I .. 10,17 .. 1046 o+ 43.32 . . 42.47 .. 64.31,.18,

Miém. de I'Acad. Tom. XV, Tt &
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& marquant les cales par Vordre naturel des nombres, on sura cette
route rentrante. _—
30.5546| 9[28|57 40| 7|
47|12]29/56.45| 827|58
§431,10,13/18/41} 639
11148'33(42(15l44f59/26
25314/17(34]19(38) §
49,64151]20143/16,2560
52|21] 2[35(62(23| 437
1{50/(63|22]| 3|36/61|24

22, Laroute indiquée par la lettre H ayant 45 pour fa der-
niere cale, les cales
communiquantes font: 6, 36, 22, 4, 20, 44, §6, 46,
& les dernieres feront: §, 37, 23, 3, 21, 45, §7, 11,
ol §7 communique avec la premicre 50, d'od réfulte cetre route
rentranie:
§O . « §6.45 oo T80 o o 3017 o+ 11,46 .. 49:644.57;
qui pourra auili érre repréfentée en forte:
I o.70,07 o« $1.36 + . 49.64 .. §7.50.. §6.45 .. 18§,

42155(35] 9144|57(34] 7
25:2143)56,27| 84558
s3/41]10j131835) 6133
1124119,36115|28/59.6
+0[33]14/17,20{37|32| ¢
33164é:_1;829f|64760
52.39| 2(21]62'4y| 4[31
1]22{63]50| 3'30|61|48]

qui ne differe pas beaucoup de la précédente,

L]
s
.
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23. Les routes indiquées par | & K ayant la derniere cafe 59,
on aura
les cafes communiquantes: §4, 6, 58, §6, 1o, Go,
les dernieres pour I feront: 55, 5, 11, 57, 9, §9
or les dernieres pour K: s5, 5, 11, 57, 9, 59,
d’oll nous tirons encore deux rentrantes, puisque §7 communique
rant avec 32 que §o: favoir
82« 85859 0 643t o T8t s 10617 ou Tl §BSTS
$0. - + §6.89 o+ 6449 o o FBl 5 o IO, 1T o L8 EDS
qui pourront &tre repréfentées en forte:
oo X0 s ET.58:47-32 . % $6.%89 . ..61.31 .08
T oo 1OLTY oo DR.58:857:50 ¢ 6 5659 & « 64.49 ¢+ » 18,
De méme, les routes L& M finiffant par 19, on aura
les cafes communiquantes avec 19 - - 30. 18. 44. 20,
dc li les dernieres pourL - - - - 29, 19.45. 11,
- = « = « -pourM - . . . 20,19.43.11,
ou il 0’y aaucune rentrante,  Les routes N & O finiffant par 3, on
aura par rapport i cette derniere:

les cafes communiquantes - ~ - - 2, 44, 12, 4,
alors la derniere devient pour N - . 11, 45, 13, 3,
<= === s s pwrO - .15, 43 15 3

ol il n'y en a point non plus.

24. Sl valoit la peine, on pourroit, en pourfuivant ces
transformations, trouver plufieurs antres roures rentrantes en elles-mé-.
mes, & on ne manqueroit pas de découvrir des moyens pour abréger
les opérations, en achevant deux ou plufieurs 4 la fois, afin qu'on ar-
rive plutdt aubut propof&. Aufli n";[t-cc pas mon deffein d'affigner rou-

t2 tes
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tes les routes poflibles, qui foient rentrantes en elles- mémes, ce qui
feroit un ouvrage aufli pénible qu'inutile; & je me contente d'avoir
donné une méthode fure pour trouver autant de routes qu'on vou-
dra; méthodedont 'application n’eft pasdifficile en chaque cas, Maison
peut ajouter 4 la queltion principale encore des conditions, qui la ren-
dent plus curieufe, comme fi I'on exigeoir, que les nombres qui f&
trouvent dans des cafes oppofées ayent la méme différence, qui doit
érre 32 comme la moitié du nombre de toutes les cafes.  Or chaque
caft en a une, qui lui ¢ft oppolEe, de forte que la ligne droite tirée par
les centres de ces deux cafes divife le quarré en deux parties égales,
On demande donc que les nombres 33, 34, 35,36 . . . . 64, fe
trouvent a loppofite des nombres 1,2, 3,4 . ... 32,

25. Pour trouver de telles routes diagonales, on n'a qu'd
commencer par écrire les nombres 1, 2, 3, 4, &c. conformément 4 la
marche du cavalier, & 4 mefure qu'on écrit ces nombres, mertre
les nombres 33, 34, 35, 36, &c. dans les cafes oppofées, & pour
foivre cet arrangement, tant qu'on pourra: comme on peut le voir par
la figure ci- jointe

10294835 8314633
49136 93047,34| 7,58

28 11]A C'74532 19
3750/ B D ¢| 655944

122738 E| 4718 5
51"64 3F [ 1 4360
2639, 2/1562'41] 417
] .’1463!40! 316,61 42
fci j'ai pu continuer la fuite des nombres 1, 2, 3, jusqu'd 19, & celie
des nombres 33, 34, 35, jusqu’a §1.  Mais en rétrogradant je fuis
paflé de 1 par 64, 63 jusqud 58, & de 33 j'ai pu recoler jusqu'a 26.
Douze cales font reftées vuides que jui remplies des lettres A, a, B, 4,
C,e, D,4, E,¢, F, £, difpof€es par des cafes oppofces.

26,
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26,  Nous avons donc deux fEries parées de cafes, qui fe
fuivent felon la marche du cavalier:
B o e e = SR E e w d v I
B W e F & & et e a o % BT
La cafe 19 abouriffaint 4 6, nous aurcns ces mansformées, qui pour-
ront ¢re continuées plus loin:
8 & o o BT = o o BI8 u e s BEBAGE
A6 & w9 w e wBBEE o ow o= 3N EELE
Maintenant, la cafe C communiquant aux cafes de la premiere fuite,
8, 6, d, ne fournit pas de nouvelles transformarions. ~ Mais retran-

chons les deux dernieres, & puisqu'il fuffic de transformer une (eule
fuite, parce que l'autre en elt déterminée, prenons la premicre

B o i ow BAT woa v El9 a & ow Byt

otl B aboutiflant & 12 donne cette transformde i continuer

8w o Ok K on 26T aew TR BT ox FEDE
Or ¢ érant communicable & 16, on aura

§8 « « 64.1 .. 6,19 ., 16.6.D.11..7.£B.22 . . 15.0.E,
& P'autre fuite fera

26 .40 .0 o 38.51..48.Cd4g3..39.F.b0 44.. 47.A.¢,
oll routes les cafes font comprifes.

37. Maintenant il faut lier ces deux fintes enfemble, en forte
que Ja fin de 'une aboutifle au cominencement de autre.  Pour cet
effet transformons la premicre dont Ia fin E commanique avec la ca-
fe 62, & lafin devenant slors 63 fera cohérente avee le commence-

ment de l'autre 26. ° Cette transformation donne donc:
$8..02:E 015, 12.B/7..11.D.c16..19.6..1.64.. 63

26..30.6.A.47..440F.39..434C48..51.38 . . . .. 31
Tt 3 &
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& on 2 en méme rems une route rentrante en elle-méme, & douée de
la condition prefcrite:

1459423516131 54 33
413 155855e4173c
60,1 @.5;*813. 32 4
3740191257/ 6 2953
=d61|38.=5'441 8.5
(359 smézﬂl_i'zﬁ '
249 2232647/ 4 9
xéaa,ungjgziza

28.  Ayant trouvé une feule route de cette nature, il eft aif®
de la rransformer en pluficurs manicres différentes en lui confervant la
méme propriéré.  Car, de quelque maniere qu'on parrage la fuite
rentrante des nombres 1 . . .. .. 64 en deux moiriés, I'une con-
tient toujours les cafes oppolfites de V'autre; comme on peut voir par
ces bifeétions:

1 .o.322.ce0e33 300340 3
23 .-« 64[34 « 0. 6135 o . . 6400235, . 64,1 .. 3
ot les deux muitiés font toujours cohérentes.  Maintenanr, on n'a
qu'a prendre une telle Lifeétion & volonté, & transformer les deux
moitiés (emblablement, jusqu'a ce qu'clles redeviennent cohérentes.
Ainfi, prenons la moitié 3 . .. .. 34 dont le bout 34 communi-
quant a 7 donne la transformée 3 .. . 7.34 .. . 8, & par ren-
verfement § . 34.7 + + . 3, dont le bout 3 communiquant
d 24 donne
Bover 243 e T340 00025,
& "autre moitié fera
40 o 0 §6.35 + s o ¢ 39.201.64.1 . 4 §7

qui
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qui font cohérentes par leurs bouts 25, 40, & 8, 7. Nous pour-
rons donc repréfenter en forte cette nouvelie route:
Yo R P sis GReAB s wiesw BB aveow 088
33.34:7 ¢ ¢ o ¢ 324+ 0. . 857 ... . 63
29, Lamémemonié 3 . . . . 34, puisquele pre-
mier bout 3 communique & 24, donne par la transformation:
B3 o o+ o o BiBge 0 34
& 34 communiquant & 7 donne
23 o o s s Te3% 4 o o 4 243 & s o« s . 8B
& lautre moitié fera
58 % @ & o BOERTIOF < i FEEY . 3 ¥ o+ i3H

qui eft cohérente, Par conféquent nous aurons une route repréfentée
par ces deux moiriés:

39588 % s o IO N W v BESE b e 28
33.34:7 +« . . 23.38. . .35%6 . . . 64

Lamoiti¢é 4 . . . . . 35, acaule de la communication du
bout 35 avec 18, donne

4 o e o o« 1835 4 e 4 e . 19,
qui eflt déja cohérente avec
36 « « « o 50,3 . .+ L64 . . §I,
d’oll nous tirons cette route:
B o o 359 o » » 36619 . . . . 32
33 . 23518 . . . . o451 . . . . 64
& d'autres rransformations de la méme moitié donnent
T oo o 85800end3-36:T9 oo w2010 5 oS § 32

333518 00 oS 0. 55042 . . 4756 . oo 64
30.
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30. Voild donc 4 autres routes, qui ont la méme propriété.
que celle du §. 27,
505922 748311033  142/59| 65544(3118133
23| 6/49'58| 9/34'473 5/54!43/58|19134/45/30
6ol51! 8214611132135 160141i56| 74611713235
5/24/45(5257(3629/12  |53| 4/47/40/57[20291
ﬁﬁluzs 20[1356/37 gglﬁlsns 815/36121
36443 14531401928 36449/14,39,24| 9128
6:_§| ﬂﬂ_lzél_a;sss 62/13| 2/51]26/11 22112
T11426316391542718| | 1/5063]12/23138127 19
1405912 3538 3154133 ﬂ;sqsozshsslgg_ﬂ
\nnsiwsslsaﬂlsﬂao 51112/39/58.49 3413739
ﬁ_l_l}tjs_z_‘gg'g" 60al| ~.6 11'36'47'32'21
II71I4 1942 ;7'4},29 52 52! 1;*.1'2 37"’2‘2946

120611625 1051‘46‘49§
i3 6421|_45___41 ()zb

|62| 5| 223126| 715045

[._]‘?L‘af-j 25:1045 2023

5364115 44324] 928
62| 5. 2117326 714419

12263 6 3'4427/ 8

11663 6/ 31827/ 8

31, A cette condition des cales oppolées on peut encore
ajouter celle-ci, quela premiere moitié des nombres 1

58
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rempliffe (eule la moitié du quarré, en partageant le quarré par un

ligae parallcle & un coté
I 33
i[a {728 714 1916°
2427 8¢ |2017 613!

9| 2l2522/11] 4'1518|
2623110( 3[4 [21]12] 5

en forteque lesnombres 1 . . . . . 32 (& trouvent tous au
deffous de la ligne a6, & les autres 33 . . 64 au def~
fus. Il faut donc que Punieé & trouve prés de h ligne af, afin
qu'ellc puiflec communiquer avec le¢ nombre 64 qui Te ouve au
deflus.

32, Commengons donc par mettre I'anité & une relle cafc
quelconque, & en vertu de 'oppofition la cale du nombre 33 fera auf~
fi déterminée: & il faudra faire en forre quelle communigue avec cel-
le qui contiendra le nombre 32 au deffous de la ligne &5, Enel
fayant une telle difpofition je fuis parvenu jusqu'au nombre 28, &
jai écrir dans les cafes vuides les letres 4, 2, ¢, d, pour l'arrange-
ment desquelles je fais les transformations fuivantes. La fuire

I +« . +« .« . 28, puisque 2§ sboutitd 27, 25, 11,17, don-
ne ces transformées:
L i3 e % % « AFRSE 4 o « 3 26

IL 2 e o, 2 » THAG . i & .. XEE
SEHLE o o e IR . . o ‘T8
dont aucune ne s'étend  une des cafes vuides,  Mais apres plufieurs
rransformations on parvient 4 celle- ci, qui comprend toutes les cafles,
I oien 823 o w@IE8 s o 2060235 & 28087 o o Bile:d,
Mim, de I Acad. Tom, XV. Vv qui
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qui (e transforme enfin en celle- ci:
T wm BeB 9 s Ao Bovs DO I w5 DRI T w50 DA 900 53 Tily

dont la fin 14 communique avee le commencement 33 de l'autre moi-
tié au deffus de la ligne a8: & la fin de celle-ci 64 communiquera
d'elle - méme avec la cafe 1.

33. Voici done cette route repréfentée en (On entier

37/62|43|56|35l60l41 |50
44155|36{61|42149/3459
63|38153'46[57/40/5 1148
S+ 47
1

)

45164/39/52147(58/33
26|1520; 7{32{13|22
1619 82514
27| 2l1=

18] ¢lax

Jdp

21| 6j31
$la3jrz
411130 5| °

-
+

4
-
]

'.utO UI|
M
b=

(2]

& il elt non feulement ailé d'en trouver par la méme méthode pluficurs
autres, mais on peur avili rransformer celle- ci en plufieurs manieres:
dont voici quelques unes:

. 1Y .

7 s eae LB ue. 35.32 ... .026

IS ¢ o o 107 o v o 189,16 .. . 21.24 . . 4 . 32.23.23,
qu'on peur encore renverfer, de méme que la primitive, en la repre-
fentant cn (orte
32 - . - . . - L l

34. Yoila
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34. Voila donc encore quelques routes de cette efpece:

35/62[431s6}37/60l4 1150 35]60}43]56]37.6211|s0
4455/36(61142(49,38|59 44/51136/61]42/49[38 63
63134153,46,57/40 51 48 19/34/53,4657/40!5 1148,
sal35/64]33152[47/58)39 s4+s‘§lzafztﬁiax_9[
‘??EE:?OTEZGEQ @250 li‘.‘ﬁfl]:!g
1§19 jiaat/ 3 [1675) Bixg a2 2pi7
27| 6l17)1035] 413312 3t} 6jr7j10:29) ala3fsa
i !9-3 5:411‘30 3 18| 4|50 s:.i..'lll:lj 3
4116037 5 4/43/5 814750 fa137is6J41i60l5 5]54 47
361631425 9118}49|44(57 $Ti#361136)5514815 1134
Giaois33alisia6s1as|  [3863aal540l53laG 4
64135(62139/52(3356145 ﬁgss*gﬂﬁ*sdnln
i g e g #ad izl Sieenile
£ e £ I T e
16,19i14123) 2ja1| 819 1zi14i2y 827]1331) 6
ﬁﬂzjiﬂaq | 2)19161231 429 ofay
vg|isiasliniaz] 528 | 15]22] 3028 gl24] 5/30)

35. Jusqu'ici j'ai confidéré la queftion telle qu'elle avoir éeé
propofte pour I'échiquier ordinaire divil¢ en 64 cafes. Or comme ce
nombre eft trop grand, pour qu'on puille concevoir toutes les varié-
tés qui y peuvent avoir lieu, il fera bon de confidérer aufli quelques
figures plus fimples, qui contiennent un moindre nombre de cales
que le cavalier d’echec doive parcourir.  Or dabord il eft évident,
que, ni un quarré de 4, ni un de 9 cafes n'y cft propre: mais onverra

va qu'on
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qu’on ne fauroit.-réuffir non plus dans un quarré de 16 cafes.  Car,
de qucique maniere qu'on s’y prenne, il reftera toujours
_‘ "‘ 13119 une cafe angulaire vuide; & on s'appercevra bientdr,
1401 que toutes les transformations qu'on puifle faire, ne
‘_! ;g font pas capables de la remplir. 11 eft clair qu’on
” devroit commencer, & finir par un coin: & partant
deux des quarre cafes du milicu feront d'abord rem-
plies, & les deux autres devroient érre gardées jusqu'd la ﬁn, ce qui
ne {c peut pus.

36. Le premier quarré donc que le cavalier puiffe parcourir
cft cclui de 25 cales, qu'on pourra remplir moyennant les mémes
, regles, en cas qu'on ne réulliffe point au premier
==L 22| 5| eflai.  Or lamarche du cavalier produir roujours

11{16] certe propriété, jue les nombres pairs & impairs

13 81‘7 4l21] fe foivent altenativementr, comme on peut voir
T 2| i5/10| par toutes les figures rapportées jusqulici,  D'od
r‘; v i "*l— il eft évident, que la dernicre cafe contenant 25
—_— ne [auroit jamais communiquer avec Ja premiere 1:
& partant il elt impoffible de trouver une route rentrante en elle- mé-
me dans le quarré de 2 5, ni dans aucune autre figure, qui contient un
nombre impair de cafes.  On comprend de 1 aufli, qu’on ne fauroit
jamais commencer par une cafe qui contient un nombre pair; car, de
quelque maniere qu'on transforme cette route, les nombres pairs
tomberont toujours duns les mémes cafes, & les cales angulaires con-
tiendront des nombres impairs.  Dans ce quarré de 25 il eft aul-
i clir, qulil faur abfolument ou commencer ou finir par une ca-

fe angulaire.

37. Mais voyons auffi les rranéformatinns, qu'on peur tirer
decetteroute 1 . . . . 25 trouvée du quarré de 25 cafes.
Or
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Or 1a derniere communiquant aux cales 20, ic, 16, 22, 12, 18, 24,
14, fournit ces transformées:
L r:in aoiaya sears A s 10:eys; is 1
m. 1 o 3638 e iy WL 3 s a2iag sneayy
WMo F o ow 1228 was 338 WV T au 280280 e B
VI B aoe e sscn oo 883 FHE T o 212038, o0 IS,

Donc, commengant par la cafe angulsire, on peot finir par quelcune de
ces cafes 21, £1,17,23,13,19,25,15.  Mais la premicre donne
encore ces transforinées,

BE oy 63F oo 88309 w0 93 BNERT .o 8580 .00 By
& les aurres celle-ci:

BT . 8520 .5 %3 Gty o L. RS IOUD;

0 FIT. 2096 .85 fot. L B17 2506 ..,
S ERRRE o T TR § /3 T AR T S PR ST TR L i T e g N
Faver @284 o @80T iy Mol wia @518 0 s gy

L Beo 380, 2500 « 78 Wi o9 2588 n 5

BTwo BilS o0 2834 . o\75 0.0 . . 808 . . 2834 . .0,
ol les dernieres cales font 3, 5, 7, 9.

38. Puisque les cafes angulaires 3, 5,7, ne comllnuniquent
qud deux autres, elles ne fourniffent point par notre méthode de nou-
velles transformées.  Confidérons donc celles qui finiffent par 9, &
nous rirerons ces rransformées,

P 1..491025..11.8..5§; ¢4.1..811.,24.9.10.25,

r.1..49..1625..17.8..5; £ 1..8.17..24.9..16.2§,

2. 1..4.9..74.25..75.8..5; .7..8.15..24.9..14.235%.
.Maintenant ces .nouvelles routes qui finiffent par 25, nous condui-

fent & d'autres transformées: & nous parviendrons @ plufieurs aurres
Vv 3 rou-
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routes qui finiffent par quelqu’une des cafes qui font marquées des
nombres impairs: d'od 'on voit qu'en commengant par la cale angu-
laire 1, on peut finir par quelque cale marquée d'un nombre impair
qu'on voudra; & cela en plufieurs manieres différentes. Enfuite, cha-
que route pouvant &re renver(@e, le nombre de toutes les routes pol-
fibles deviendra extrémement grand.

39. Ici on peut encore ajouter cette condition, que les nom-
bres qui fe trouvent en deux cafes oppofées, faffent partout la méme
fomme, favoir 26. 1l faur donc que la premiere & derniere cafes fe
trouvent en des angles oppofés; & pour trouver une relle route, on
n’d qua commencer 4 remplir le quarré, & merntre 4 l'oppofite
de chaque nombre {on complément 4 26; &
continuer aulli loin qu'on pourra.  Mais, puis-
19|14 qu'on fait que 'a cafe du milieu doir contenir 13,
4 9, on ne fauroit presque manquer: & alors, en con-
Tsl2o| [ervant la méme propriéeé, onen peut tirer plu-
sl 3 fieurs formes difiérentes: dont voici quelques
unes.

L. & poson efl oo o $ITLISB20Y o 0w TE2T7 o0 'Y
I. T eoeedT.504..18.13.8..12.21..19.22 . . . 23,
L & o sie @38 wrawno F4D3 B8 w6 SR b TR L v
W, 3 e il uaes o308 esaswe j 35 GEpes 1 Y
V. I..4101.12.21 .. 16.13.10 ... §.1422 . . . 2§,
VL 2 ..47..-1221.20.136.5.14 ...19.22 . . . 2§,
Vi) O QP . § B - [ 6:33, 20 Jias SRR . o2

231y
G112
1712211
12l 7
| 116)2

1ojag

o |

e

- |

40. Dans toutes ces variations, tant les quatre premiers nom-
bres 1 . . . 4, que les quatre derniers 22 . . . 25, avec celui du
milieu 13, demeurent jnvariables, de forte que les variations ne s'éten-
dent que fur les autres.  D'od il femble aufli, que la route trouvée

avec
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avec les = varlations épuifent enticrement cette efpece:  voici done
toutes ces © routes repréfentées i Ja fois.

2318 s||ol~s 23)18|11| 6j25| |23)12| 7 c6pg] 23| Ri21116 25,

612410014 [10] 5[2417[12 6317‘:4=|j 8 l20f15/2y 7liz
172213 4 9 |9,*-=*|3 4F_ IETEENVRT “35_13_5'17:
12| 71 21520 (14l 9 22116 l_ﬁ'"sTi'_"fEE Ty o[ 2l
621! gl 3 1:0':51 83 [1icit914 3 l_l-l-o-l'_fﬁr?
In;lo;l9II4I=t ";"'Ollsl 23ls6l21] 8as| |23l10! 511825
18] 524l 930 149 2431[16) |12 Zhglisa0| [1aT19 411 6

II|_2II3| 415 |g: 1:: 4| 7 17,22,
6,17 21! 8 [10 sl a||7.::| 611l :19*14 :57;1-5_?75

[Tisl shiol 3| [ 816l 3

41. Les roures trouvées ci-deffus pour un quarré de 2§ cafes
fe peuvent ainfi difpofer qu'elles remplifient un quarré de 100 cafes,
en forte que la route devienne rentrante en ¢lle- méme.  Voici un
tel quarré de 100 cafes.

30|41|46[37132| s3l6c|67]72]5s
47 g[ﬁ’g 45| 68/=3[54/51/66]
4229138'3350! 59'52 635671
35 35/4812734 39| 74/69,58[65|62
zs;;'uiwlzﬁl 511647570057
il _‘ 25[r4] 1 76I99'84 9378
12]75| 8lr9'24] 8sl477[s 85|
21} 613 2 glroc{x3(8al-9 92

4123(18| sl9ol8 fible7
2217110l 3] 328796 9:]8—
ol les nombres fonr difpofés en quatre quartiers, dont chacon con-
" tient la méme route.

112 7,16 3 :[lsn

Jil

16
5

4.
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42.  Avant que de finir, j'ajouterai encore quelques autres fi-
gures, & parmi les reétangulaires, la plus fimple que le cavalier puif
fe parcourir, eft de 12 cales, la largeur contcnant 3, & la longeur 4,
dont voici quelques routes:

10 7| 2| s 3| 6j11] 8 3| 6

| 1| 4| ol12l 12 o[ 2[5l | 811|725 1| qu1| g
git1| 6] 3 1| 4| 71 1| 4l 7 10| 7| 2| s

Mais on voir aifément, que des routes rentrantes ne fauroient ici avoir

licu, Si la largeur contient trois cafes, & la longueur 5 ou 6, il elt

impoffible de les parcourir: mais, donnant 4 la longueur 7 ou plufieurs

cafes, on pourra réuflir, pourcant fans rentrer:

glt2|* |12] 9| 6| 3|

3| 8| s|18/1510/13 151821) 2| 5| 81
6l1g| 2| 9,12{21[16 20| 116{13]10[ 3|6
1] 4f 7l20h17]14}11 171419/ 4f 70i2| 9

Or, fi nous donnons 4 cafes 4 la largeur, & 5 ou pluficurs i la lon-
gueur, On aura ces routes:

14] 7]20] 3|16 [16] 7j22| 3811 [gg;_zig_q__l_g_;g 5|24
19| 2{rs5| 81 23 2|17{12j21] 4 2714i19] 625l12]e7
6l13lioli7| 4l | 815/ 6[1gi1o13 P_Elj}_ﬁflo:] 4
RE 9| 124! ol1g s[zol 1128 glaal 3fi6ja]

43. Jusqu'ici les routes rentrantes cn clles-mémes ne peu-
vent pas avoir lieu; mais, donnant g cafes 4 la largeur, & 64 lalon-
gueur, on pourra aufli remplir cette condition, de méme que dans
tous les autres rectangles, dont le nombre des cafes eft pair, pourva
qu'il n'y ait pas moins de 5 cafes dans un cdté. Envoici des exemples:

30.21| 6[15/28]19
| 7116|29(20] $|14

3j20]13(24] 518

12129| 4{1Y|14(25 1

21| 2{23| 8l17] 6 2;;;??3;:2%
28[11(30[15.26| 9| 3223 211 34 25
| 1l22{27}10] 7 '61 111033 24! 312

ol
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oi cette autre figure eft un quarré de 36 cales, & la route eft non
feulement rentrante en elle-méme, mais les nombres dans les cafles
oppofEes ont partout la méme différence de 18.

44 Mais, fans (¢ borner aux figures rectangulaires, on peut
former & volonté quantité d'aurres figures, ol le cavalier peut paffer
par toutes les cales: donr jajouterai quelques unes, qui fone plus fim-
ples, & qui admettent méme des routes rentrantes en elles- mémes.

|l41r9'
10| 7 _7|:
12; 5| 2| v _6:3:0"7;:8!11
3| 8l11] 6 1| 8 sj1o| 3/16]
1 ' . 2(17|
2 4
] 114f 722 1|20] 726]
15| 8l21(32|13]24 21 8;5—;;'9"4
2131126[23] )19 z:glnasr_‘f#
_9|16{29/2025/12 922/31j10[13/18
30| 3j10f27/18| § 30 316l17l24] 5
28(17| 4|11 [rol23| 4l 7|
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