Tradugdes
Edigdo Especial da Revista Brasileira de Historia da Matemdtica — Vol. 23, n° 46 — pp. 372-420
Publicagdo Oficial da Sociedade Brasileira de Historia da Matemdtica
ISSN 1519-955X

“DEMONSTRACAO PURAMENTE ANALITICA DO TEOREMA QUE ENTRE DOIS
VALORES QUAISQUER QUE FORNECEM RESULTADOS DE SINAIS OPOSTOS
EXISTE PELO MENOS UMA RAI1Z REAL DA EQUACAO”, DE BERNARD BOLZANO

Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho
Programa PROFMAT- Departamento de Matemdtica e Estatistica da Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de janeiro, Brasil

(aceito para publicacdo em fevereiro de 2023)

Resumo

Apresentamos uma tradugdo do trabalho acima mencionado de Bernard Bolzano. Assim, o
leitor brasileiro podera ter acesso mais direto a um texto importante para a fundamentagao
da andlise matemética sobre bases puramente aritméticas. Nao analisaremos em
profundidade o trabalho de Bolzano, reservando isso para oportunidades posteriores.
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Weierstrass.

[“PURELY ANALYTIC PROOF OF THE THEOREM THAT BETWEEN ANY TWO VALUES
WHICH GIVE RESULTS OPPOSITE SIGN THERE LIES AT LEAST ONE REAL ROOT OF
THE EQUATION” BY BERNARD BOLZANO.]

Abstract
We present a translation into Portuguese of the above mentioned paper by Bernard Bolzano
so that Brazilian readers may have a more direct access to this important work in
establishing the foundations of mathematical analysis upon a strictly arithmetical basis. We

do not analyse in detail Bolzano’s work, postponing this to later publications.
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1. Apresentacao

O trabalho “demonstracdo puramente analitica do teorema que entre dois valores quaisquer
que fornecem resultados de sinais opostos existe pelo menos uma raiz real da equacdo”, de
Bernard Bolzano (1781-1848) é de fundamental importancia na histéria da matematica.
Embora as contribui¢cdes de Cauchy e Weierstrass tenham se difundido amplamente como
passos decisivos na consolidacdo da analise matematica, o texto de Bolzano, publicado em
Praga, em 1817, é anterior ao Cours d’Analyse de Cauchy, de 1821. Encontramos no
trabalho de Bolzano a defini¢do de continuidade de uma funcdo, o “critério de convergéncia
de Cauchy”, a nocao de supremum de um conjunto limitado de nimeros reais. Sinaceur
ressalta a diferenca profunda entre “o estilo analitico de Bolzano, com suas tendéncias
logicas profundas que caracterizam o que serd mais tarde chamado rigor weierstrassiano, e
a maneira de Cauchy que permanece, malgrado inovacbes técnicas importantes,
impregnada da geometrizacao tradicional” (SINACEUR, 1973, p. 97).

Pelo que sabemos, esta é a primeira traducdao em lingua portuguesa do citado
trabalho de Bolzano. Conhecemos uma traducdo para o inglés por S. B. Russ (1980) e para
o francés por J. Sebestik (1964b).

O texto de Bolzano, de 1817, foi reimpresso, em edicdo facsimile, em 1894
(BOLZANO, 1894). Outra edicdo é de 1905, na colegdao Ostwald’s Klassiner der exakten
Wissenschaften.

Para nosso trabalho, cotejamos os textos de Bolzano (1905), Sebestik (1964b) e
Russ (1980). Russ usou Sebestik, copiando o habito de empregar excesso de palavras em
itdlico. Tentamos seguir a notagdo original de Bolzano, por exemplo fz em vez de f(z),
mas reproduzimos algumas modificacGes feitas por Sebestik ao lidar com séries e
sequéncias. Além de reproduzir as notas de rodapé de Bolzano, repetimos, por aché-las
importantes, algumas de Sebestik. A divisdo de paragrafos nas varias traducdes de Bolzano
varia. Seguimos consistentemente a da edigdo (BOLZANO, 1894).
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2. A traducao do trabalho de Bolzano.

DEMONSTRACAO PURAMENTE ANALITICA DO TEOREMA QUE ENTRE
DOIS VALORES QUAISQUER QUE FORNECEM RESULTADOS DE SINAIS
OPOSTOS EXISTE PELO MENOS UMA RAIZ REAL DA EQUACAO
POR BERNARD BOLZANO
PREFACIO
Ha duas proposicoes na teoria das equacdes de que se poderia ainda dizer, até ha pouco
tempo, que uma demonstracdo completamente correta era desconhecida. Uma delas é a
proposicdo: que entre dois valores quaisquer da grandeza desconhecida que fornecem
resultados de sinais opostos haverd sempre pelo menos uma raiz real da equagdo. A outra
é: qualquer fungdo algébrica racional inteira de uma grandeza varidvel pode ser
decomposta em fatores reais do primeiro ou do segundo grau. Apés varias tentativas
fracassadas para demonstrar a segunda proposicdo por D’Alembert, Euler, de Foncenex,
Lagrange, Laplace, Kliige, e outros, Gauss finalmente forneceu, no ano passado, duas
demonstragdes que pouco deixam a desejar. Com efeito, este renomado matemaético’ ja nos
tinha apresentado uma demonstracio dessa proposi¢do em 1799,% a qual contudo tinha,
como admitido por ele, o defeito de que demonstrava uma verdade analitica baseando-se
em uma consideragdo geométrica. Mas suas duas demonstra¢des mais recentes** ndo tém
esse defeito; as fungOes trigonométricas que sdo usadas podem, e devem, ser

compreendidas em um sentido puramente analitico.

A outra proposicdo mencionada acima é daquelas que até hoje ndo preocuparam
muito os estudiosos. Contudo, existem matematicos de excelente reputacdo que se
dedicaram a proposicdo, e ja foram tentadas demonstracdes de diferentes tipos. Para se
convencer disso, é suficiente comparar os varios tratamento da proposi¢do como os feitos
por Kistner,®> Clairaut,’ Lacroix,” Metternich,® Kliigel,” Lagrange,® Roésling," e muitos
outros.

Contudo, um exame mais cuidadoso mostra rapidamente que nenhuma dessas
demonstracoes pode ser considerada adequada.

! Russ usa o termo “scholar” para designar Gauss. Na versdo original em alemao, Bolzano usa simplesmente “Herr
Gauss”. Sebestik (1964b) traduz corretamente Herr por M. (Monsieur).

% Demonstratio nova Theorematis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in
factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Helmstadii. 4° 1799. Nota do autor.

3 Demonstratio nova altera, etc., e Demonstratio nova tertia: ambos de 1816. Nota do autor.

4 Segundo as obras completas de Gauss (1856), o Demonstratio nova altera, etc., é de fato de 1815 e o
Demonstratio nova tertia... é de 1816. Nota do autor.

> Anfangsgriinde der Analysis endlicher Gréssen. 3rd ed., Sect. 316. Nota do autor.

6 Elémens d ’algeébre. 5th ed., Supplemens, Chap. I, N°. 16. Nota do autor.

7 Elémens d’algebre. 7th ed. Nota do autor.

8 Em sua tradugdo do trabalho citado de Lacroix. Mains, 1811. Sect. 211. Nota do autor.

% Em seu Mathematisches Worterbuch. vol. 2, p. 447 ff. Nota do autor.

19 Traité de la résolution des équations numériques de tous les dégrés. Paris, 1808. Nota do autor.

"' Grundlehren von den Formen, Differenzen, Differentialien und Integralien der Functionen. Teil I, Sect. 49.
Nota do autor.
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I. As pessoas apoiam-se, no tipo mais comum de demonstracao, em uma verdade
tomada de empréstimo a geometria: especificamente, que qualquer linha continua com
curvatura simples cujas ordenadas sdo inicialmente positivas e depois negativas (ou
inversamente) tem que necessariamente cortar o eixo dos x em algum ponto que estd
situado entre essas ordenadas. Certamente ndo pairam diividas sobre a verdade e mesmo
também sobre a obviedade desta proposicdo geométrica. Mas é claramente uma ofensa
intoleravel ao método correto de querer fazer deducées em matematica pura (ou geral) (i.e.
aritmética, algebra e analise) a partir de consideracoes de uma parte aplicada (ou especial)
da mesma, ou seja, a geometria. Com efeito, ha muito tempo que é sentida e reconhecida a
incongruéncia de tais petafao is € is aMo yev os. Ja se tem evitado isso sempre que
possivel em centenas de outros casos e considerado tais eliminagdes como mérito.'? Assim,
se quisermos ser consistentes ndo se deve esforcar-se para fazer o mesmo aqui? Em
verdade, se considerarmos que as demonstracGes cientificas ndo deveriam ser meras
confirmacdes [Gewissmachungen] mas sim justificagdes [Begriindungen], ou seja,
apresentacoes da razdo objetiva da verdade considerada, entdo é auto evidente que o
método estritamente cientifico, ou a razdo objetiva de uma verdade valida para todas as
grandezas, espaciais ou ndo, ndo pode basear-se em uma verdade que valida somente para
as grandezas espaciais. Ao adotar-se firmemente essa concepgao percebe-se realmente no
presente caso, COmMO em muitos outros, que uma demonstracao geométrica desse tipo é
realmente circular. Pois enquanto que a verdade geométrica mencionada aqui é (como ja foi
dito) extremamente evidente e portanto embora ndo necessite de demonstracdo no sentido
de confirmagfo," necessita contudo de justificagdo.' Pois os conceitos que a compdem sio
combinados de maneira tdo 6bvia que ndo se pode hesitar nem por um momento em afirmar
que ndo se trata de uma dessas verdade simples que sdao chamadas de proposicdes basicas
[Grundsétze], ou verdades bésicas pois sdo somente a razdo de outras verdades, e ndo
consequéncia delas. Ao contrario, trata-se de um teorema ou verdade consequente
[Folgewahrheit]; ou seja, uma verdade que se baseia em outras verdades e, portanto, na
ciéncia, tem que ser deduzida dessas outras verdades.'® Considere, quem assim desejar, a
razdo objetiva do porque uma linha nas circunstancias mencionadas intercepta o eixo dos .
Sem nenhuma davida, qualquer um perceberad rapidamente que essa razdo reside somente
naquela verdade geral, da qual decorre o fato que qualquer funcdo continua fzrque é
positiva para um valor de = e negativa para outro tem que se anular para algum valor
intermedidrio de z. E essa é exatamente a verdade que tem que ser demonstrada. E portanto
completamente errado permitir que a ultima fosse deduzida da primeira (como acontece na
demonstracdo que estamos examinando). Em verdade, trata-se da situacdo oposta, a

12 Os trabalhos do professor Gauss ja citados sdao um exemplo. Nota do autor.

13 Gewissmachung (Nota deste tradutor).
14 Begriindung (Nota do tradutor).

15 Compare meu Beytrdge zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik [1* edi¢do (Praga, 18101, Sec. II,
subsecoes 2, 10, 20, 21], na qual os conceitos légicos que aqui supus conhecidos sio mais extensamente
desenvolvidos.
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primeira tem que ser deduzida da segunda, se desejarmos descrever as verdades na ciéncia
exatamente da maneira como se relacionam entre si em sua coeréncia objetiva.

II. Igualmente sujeita a critica é a demonstracdo que algumas pessoas construiram
usando o conceito de continuidade das fun¢des de uma maneira que envolve os conceitos
de tempo e movimento. “Se duas fungdes fx e ¢  , dizem, “variam de acordo com a lei da
continuidade, e se para =« fa <y a, mas para =/, fr>f 3, entdo deve existir algum
valor [, entre « e 8 para o qual f i = @pu. Porque se imaginarmos que a grandeza varidvel
x, em ambas as fungdes, assume gradualmente todos os valores entre @ e § e 0 mesmo
valor é assumido por ambas exatamente nos mesmos instantes, entdo no inicio dessa
mudanca continua de z, fr<¢ z, e no término, fr>¢ . Mas como ambas as fungdes,
devido as suas continuidades, devem primeiro percorrer todos os valores intermediarios
antes de poderem atingir um valor maior, tem que haver algum momento intermedidrio em
que elas tém valores iguais.” Isso é ilustrado pelo movimento de dois corpos, um dos quais
inicialmente esta atrds do outro e mais tarde a sua frente. Segue-se necessariamente que em
algum momento os dois tém que estar emparelhados.

Ninguém duvidara que os conceitos de tempo e movimento sdo tdo estranhos a
matematica geral quanto o conceito de espago. No entanto, se esses conceitos forem
introduzidos aqui somente para fins de tornar as coisas mais claras, ndo teriamos nenhuma
objecdo. Pois de maneira nenhuma defendemos tal purismo exagerado que exige, a fim de
ndo introduzir na ciéncia qualquer coisa estranha a ela, que em sua exposicdao nunca se pode
empregar uma expressao de outra drea, mesmo simplesmente em sentido metaférico e com
a finalidade de descrever um fato mais resumida e claramente do que poderia ser feito por
uma descricdo estritamente literal, nem mesmo para evitar a repeticao irritante da mesma
palavra, ou para relembrar, simplesmente pelo nome dado a uma coisa, um exemplo que
serviria para confirmar a assercdo. Assim deve-se mencionar que ndo achamos que
exemplos e aplicacdes prejudicam a perfeicdo de um texto cientifico. Por outro lado,
exigimos somente o seguinte: que exemplos nunca substituam demonstracdes e que a
esséncia [Wesenheit] de uma deducdo nunca se baseie simplesmente no uso metaférico de
frases ou ideias relacionadas com elas de tal maneira que a prépria dedugdo se tornaria
vazia se essas frases ou ideias fossem mudadas.

Desse ponto de vista, a inclusdo do conceito de tempo na demonstracdo
apresentada acima pode talvez ser desculpada, pois nenhuma concluséo se baseia em frases
que o contém e que ndo se verificariam sem ele. Mas de nenhuma maneira essa
exemplificacdo, que usa o movimento de um corpo, pode ser considerada nada mais do que
um mero exemplo que ndao demonstra a proposicao, e que em verdade tem que ser
demonstrada por ela.

(a) Assim, abandonemos este exemplo e examinemos o restante do raciocinio.
Observemos em primeiro lugar que ele se fundamenta em um conceito errado de
continuidade. De acordo com uma definicdo correta, compreende-se com esta expressao
precisamente que se uma fun¢do fx varia de acordo com a lei da continuidade para todos
os valores de x entre certos limites, ou além deles,'"® significa simplesmente que: caso x for

16 1q< . . . . .
Ha4 fungoes que variam continuamente para todos os valores de suas raizes, por exemplo «+ § z. Mas ha outras
que sdo continuas somente para os valores de suas raizes dentro ou fora de certos limites. Assim
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um desses valores, a diferenca f (z+w)— fx pode ser tornada menor do que qualquer
grandeza se tomarmos w suficientemente pequeno. Ou seja, com a notacdo que
introduzimos na Secdo 14 do Binomische Lehrsatz, etc. Praga, 1816), isso significa que
f(z+w)= fx+ 2% Mas, como suposto nessa demonstracdo, uma funcdo continua nunca
atinge um valor maior sem primeiro ter assumido todos os valores menores, i.e., A & pode
assumir qualquer valor entre fz e f (z+n A z) quando n assume valores entre 0 e 1. Ora,
isso é certamente absolutamente correto, mas ndo pode ser considerado uma definicdo do
conceito de continuidade mas, ao contrario, um teorema sobre continuidade. Com efeito, é
um teorema que somente pode ser demonstrado se for aceita a proposicdo que deve em
verdade ser demonstrada por ele. Com efeito, se M representa alguma grandeza entre fx e
f(z+Az), entdo a afirmacio de que existe um valor de n entre 0 e 1 para o qual
f(z+n Az)=M é somente um caso especial da verdade geral que se fr<¢z, e
flz+Az)>¢(z+Az), entio deve existir algum valor intermediario z+n Az para o
qual f(z+nAz)=¢(z+n Az). A primeira afirmativa é consequéncia dessa verdade
geral no caso especial em que a fungdo ¢ tem o valor constante M

(b) Mas mesmo que seja suposto que se poderia demonstrar essa proposicdo de
outra maneira, a demonstracao que estamos examinando conteria outro erro. Ou seja, do
fato de que fa>¢ a mas f B<¢0, decorreria somente que, se v for algum valor entre & e
para o qual ¢ u é >¢ a mas <¢f, entdo fx se tornaria igual a ¢ v quando varia de f a a
f B; ou seja, para algum « que estd entre « e 3, decorre que fr=¢ u. Mesmo caso isso
acontecesse para os valores de x que sdo iguais a u; ou seja (pois u pode representar um

valor arbitrario entre @ e 8 que faz com que ¢ u>¢ae < ¢3), mesmo se existisse algum
valor de x entre entre « e 3 para o qual as duas funcdes fx e ¢  se tornassem iguais entdo
mesmo assim isso ainda ndo seria uma consequéncia.

(c) A falacidade da demonstragdo reside principalmente na inclusdo do conceito de
tempo. Se ele fosse omitido seria visto imediatamente que a demonstracdo nada mais é do
que uma repeticdo, com palavras diferentes, da proposi¢do que deve ser demonstrada. De
fato, afirmar que a fungio fz antes que passe da situagdo de ser menor do que ¢ x a de ser
maior deve em primeiro lugar passar pela situacdo de ser igual a ¢ = é afirmar, sem o
conceito de tempo, que entre os valores assumidos por fz, se considerarmos todos os
valores de T entre @ e 8, hd um que torna fT=¢ . Isso é exatamente a proposigao que se
deve demonstragaor.

III. Algumas outras pessoas demonstram nossa proposi¢cao baseando-se no
seguinte (sem nenhuma prova ou simplesmente apoiadas em exemplos pedidos
emprestados a geometria): “Qualquer grandeza variavel pode passar de um estado positivo
a um estado negativo somente se passar pelo estado de ser zero ou infinito”. Como o valor
de uma equacdo ndo pode ser infinitamente grande para qualquer valor finito da raiz, se
conclui que qualquer transicdo tem que passar por zero.

T [~ _\ ~ . ~
z+v[1—z|(2— z) é continua somente para valores de =>+1 ou >+2 mas ndo para valores entre +1 e +2.

# Bolzano define a continuidade de uma fungdo real usando o valor absoluto da diferenca |f (z+w|— f(z]|. Isso
serd feito em seu Funktionenlehre (cf. ed. de Praga, 1930, p. 14). A defini¢do de Cauchy data de 1821. (Sebestik,
1964b)
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(a) Caso se queira retirar da proposicao acima a ideia imprépria de uma transicao,
a qual contém o conceito de uma mudanca no tempo e no espaco, para omitir, desse modo,
a expressdo sem sentido de um estado de ndo-existéncia, chega-se por fim a seguinte
proposicdo: “Se for encontrada uma grandeza variavel que depende de outra grandeza x e
que é positiva quando = =« e negativa quando z = /3, existe sempre um valor de  situado
entre @ e § para o qual a grandeza é zero ou um valor para o qual ela é infinita.”
Certamente todos percebem que uma tal afirmag¢do composta ndo é uma verdade basica,
mas teria quer ser demonstrada, e que sua demonstragao dificilmente seria mais facil do que
a proposicao que desejamos estabelecer.

(b) Com efeito, um exame mais detalhado mostra que a afirmativa é
fundamentalmente idéntica a proposi¢do. De fato, ndo deve ser esquecido que essa
afirmativa é realmente verdadeira somente se ela se refere a grandezas que variam
continuamente. Assim, por exemplo, a fungio x++/(z—2)(z+ 1)é positiva quando z = +2
e negativa quando z=-—1; no entanto entre esses limites ndo varia seguindo a lei de
continuidade, ndo ha nenhum valor entre 2 e — 1 para o qual a fungdo seja igual a zero ou
infinita. Contudo, se limitarmos a assercdo exclusivamente a grandezas que variam
continuamente devemos também excluir as fun¢des que se tornam infinitas para um certo
valor de suas raizes. De fato, uma fungio como a/ (b—z) em verdade ndo varia
continuamente para todos os valores de =, mas somente para todos os valores que sdo
maiores ou iguais a b. Isso acontece pois a fun¢do ndo tem um valor determinado quando
x=b, mas se torna o que chamamos de infinitamente grande. Assim ndo se pode dizer que
os valores que ela assume para £ =b+w que forem todos determinados podem ser tdo
préximos quanto desejarmos de seu valor quando  =b. E isso é uma parte do conceito de
continuidade (ITa). Adicione-se o conceito de continuidade a afirmagdo acima, omitindo o
caso em que a funcdo se torna infinita. Tem-se entdo, ao pé da letra, a proposi¢do original
que devia-se demonstrae: exatamente que qualquer funcdo continuamente variavel de  que
é positiva para € =« e negativa para £ = tem que ser igual a zero para algum valor entre
aef.

IV. Em alguns trabalhos pode-se encontrar a seguinte argumentacgdo: “Como fz é
positiva para £ = o e negativa quando « = 3, tem que haver duas grandezas a e b entre a e
B para as quais a transi¢do do valor positivo para o valor negativo de fz ocorre, e assim
entre a e b ndo podem ocorrer valores de  para os quais fzr ainda seria positiva ou
negativa," etc. Este erro mal vale a pena ser refutado e ndo seria mencionado aqui se isso
ndo servisse para demonstrar quao pouco claros sdo os conceitos de alguns matematicos
bem reputados sobre esse assunto. E bem conhecido que entre quaisquer dois valores
proximos de uma varidvel independente, como a raiz # de uma fun¢do, hd sempre
infinitamente muitos valores intermediarios. E da mesma maneira que dada uma fungdo
continua, ndo ha um tltimo T que a torne positiva e nem um primeiro = que a torne
negativa, segue-se que ndo hd nimeros como a e b aqui descritos!

V. O fracasso dessas tentativas de demonstrar diretamente a proposi¢do com que
nos ocupamos leva a ideia de deduzi-la da segunda proposicao que mencionamos no inicio,
ou seja, usar a decomposicdo de qualquer funcdo em certos fatores. Também nao ha divida
de que se aceitarmos este ultimo fato, pode-se chegar a conclusdo do segundo. Mas em
verdade uma tal dedu¢do ndo poderia ser chamada uma justificacdo estritamente cientifica,
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pois a segunda proposicao expressa claramente uma verdade muito mais complexa do que a
primeira. Assim, a segunda pode seguramente se basear na primeira, mas ndo a primeira na
segunda. Em verdade, ninguém conseguiu realmente provar até hoje a segunda sem aceitar
a primeira. No que diz respeito as demonstracdes, cuja inaceitabilidade ja tinha sido
mostrada por Gauss em seu trabalho de 1799, é porque, como ja foi mostrado serem elas
inaceitaveis, torna-se desnecessario investigar se elas se baseiam ou ndo em nossa
proposi¢do. Da mesma maneira, a demonstracio de Laplace'” tem seus defeitos que ndo
necessitamos mencionar aqui, pois ela se baseia explicitamente sobre nossa proposicao.
Também ndo precisamos considerar a primeira demonstracdo de Gauss, pois ela se baseia
em consideracbes geométricas. Além do mais, seria facil mostrar que mesmo naquela
demonstracdo nossa proposicdo € implicitamente aceita, devido ao fato que as
consideracdes geométricas utilizadas sdo bem semelhantes as que mencionei em I. De
maneira que tudo depende das Demonstratio nova altera et Demonstratio nova tertia de
Gauss. A primeira se refere explicitamente a nossa proposicao quando pressupdes na pagina
30: aequationem ordinis imparis certo solubilem esse — uma assercao que, como se conhece
bem, é simplesmente uma consequéncia facil de nossa proposicdo. Ndo é tdo 6bvio que o
Demonstratio nova tertia depende de nossa proposicdo. Ela se baseia, entre outras coisas,
no seguinte teorema: se uma fungdo permanece positiva para todos os valores de sua
grandeza variavel & que estdo situados entre o e (3, entdo sua integral de t =« a =0 tem
um valor positivo. Mas, na demonstracio desse teorema feita por Lagrange' ndo é feita
referéncia explicita a nossa proposicao. No entanto, essa demonstracao de Lagrange ainda
contém uma falha. E exigido que a grandeza ¢ seja tomada suficientemente pequena de tal
maneira que
flz+i)—fr < f'm+f'(m+i)+f'{a:+2 i]+---+f‘(m+[n—l}i]

7 —fz n ’

enquanto que o produto ¢ ®* n deve permanecer igual a uma grandeza dada, e a notagdo bem
conhecida f '« representa a primeira funcdo derivada de fx. Surge agora o problema de
saber se essa exigéncia pode ser satisfeita? Nao importa quao pequeno se tome ¢, de
maneira a diminuir a diferenca

flavil-fo_p,.

o divisor, 7, do lado direito tem que ser feito convenientemente grande, a fim de que 7 * n
permaneca constante. E mais, o conjunto de termos no numerador aumenta; mas falta ainda
mostrar se, devido a diminui¢do de i, que o valor de toda a fracdo ndo diminui tanto quanto
ou mesmo mais rapidamente que a expressao

flari-fe_p,

7 No Journal de I’Ecole Normale, ou também S. F. Lacroix, Traité du calcul différentiel et intégral. T. 1. Nos.
162,163.

18Legons sur le calcul des fonctions. Paris, 1806. Nouvelle ed., Let. 9, p. 89.
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Ora, caso se deseje sanar essa falha, seguramente isso s6 podera ser feito com uma
referéncia a nossa proposicdo ja vista, pois tivemos que nos referir a essa tltima para a
demonstracdo de um teorema'® que, embora muito mais simples, esté relacionado com essa
demonstracdo de Lagrange.

Desta maneira, todas as demonstracdes da proposicdo que forma o titulo desse
trabalho sdao imperfeitas. Agora, a que apresento aqui para o julgamento dos estudiosos,
contém, como eu ouso congratular-me, ndo uma simples confirmacdo, mas a justificacdo
objetiva da verdade a ser demonstrada, ou seja, ela é estritamente cientifica.?

O seguinte é um pequeno resumo do método adotado.

A verdade que deve ser demonstrada, que entre dois valores « e 8 que fornecem
resultados de sinal oposto sempre hd pelo menos uma raiz real, se baseia claramente na
verdade mais geral que, se duas fungdes de z, fr e ¢ z, gozam da propriedade que, para
z=a,fa<¢a e quando = =5, f B>¢0, deve existir algum valor de z situado entre o e 3
para o qual fr=¢ x. Contudo, se fa<¢o, entdo pela lei da continuidade
fla+i)<¢ (a+i), se ifor escolhido suficientemente pequeno deve haver sempre algum
valor de x entre @ e B para o qual fr=¢ . Se f a<¢a, entdo, pela lei da continuidade é
possivel que f(a+i)<¢ (a+i), se i for tomado suficientemente pequeno. Portanto, a
propriedade de ser menor € satisfeita pela funcdo de irepresentada pela expressdo f (a+1),
para todos os valores menores do que um certo valor. No entanto, essa propriedade ndo se
verifica para todos os valores de % sem restri¢do; mais precisamente, ela ndo se verifica se
i=pB—a, pois f B ja é > do que ¢B. Ora, é vélido o teorema que afirma que sempre que
uma certa propriedade M ¢é satisfeita todos os valores de uma grandeza variavel  que sdo
menores do que um valor dado e no entanto ndo para todos os valores em geral, entdo
sempre existe algum maior valor de u, para o qual pode ser afirmado que todos os @ <u
gozam da referida propriedade M. Para este valor de i, f (a+u) ndo pode ser <¢ (a+u),
porque, pela lei da continuidade, f(a+u+w)<é(a+u+w) se w for tomado
suficientemente pequeno. E consequentemente ndo seria verdadeiro que n é o maior dos
valores para os quais podemos afirmar que todos os valores de i inferiores a u tornam
f (a +i)< ¢ (a +1 ); pois u + w seria um valor maior para o qual isso se verifica. Mas menos
ainda pode ser verdade que fla+u|>@(a+u), pois entio fla+u—w/>¢ (a+u—w)
também seria verdade se wfor escolhido suficientemente pequeno, e por consequéncia nao
seria verdadeiro que f (a+i)<¢(a +i) para todos os valores de ¢<wu . Portanto, deve
acontecer que f|a+u|=<¢|a+ul; i.e., existe um valor de x entre o e 3, exatamente,
a+wu, para o qual fr e ¢ = sdo iguais entre si. Agora trata-se somente do problema da
demonstracdo do teorema mencionado. Ele é demonstrado mostrando que os valores de ¢
para os quais pode-se assegurar que todos os valores menores gozam da propriedade M e
aqueles para os quais isso ndo pode ser afirmado podem ser tornados tdo préximos um do

19 precisamente a proposicdo da Se¢do 29 do trabalho Der Binomische Lehrsatz, etc.

2% No entanto no se deve esperar que eu obedeco aqui a todos as regras do Beytrdge zu einer begriindeteren, etc.
(Pt.II) para a construgdo de uma teoria cientifica que eu me impus. Embora eu esteja completamente convencido
da correcdo dessas regras, segui-las ao pé da letra somente é possivel quando se comeca a exposi¢do de uma
ciéncia desde suas primeiras proposicdes e conceitos, mas ndo quando se estd somente lidando com algumas
teorias fora do contexto global. Essa observacdo obviamente se aplica ao trabalho sobre o teorema do bindmio.
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outro quanto desejado. Disso decorre, para quem tenha um conceito correto de grandeza,
que a ideia de um maior valor de % para o qual pode ser afirmado que todos os niimeros
menores do que ele gozam da propriedade M é a ideia de uma grandeza real, ou seja, que
existe verdadeiramente.

Antes de terminar este prefacio, seja-me permitido fazer uma confissdo e um
pedido relacionados ndo somente ao presente trabalho, mas também, se Deus assim o
quiser, a todos os futuros.

Um leitor cuidadoso pode ter percebido nos meus poucos escritos que ja foram
publicados, mais especificamente no esboco de uma nova légica que foi apresentado na
primeira edi¢do do Beytrdge zu einer begriindetere Darstellung der Mathematik, em sua
segunda secdo, intitulada “Uber die mathematische Methode,” que eu defendo certos pontos
de vista que, se ndo forem considerados completamente incorretos, levardo a uma
reorganizacdo completa de todas as ciéncias a priori e puras. A maior e mais importante
parte desses pontos de vista ja vem sendo examinada por mim por tanto tempo e com tanta
imparcialidade que ndo me é prematuro ousar falar abertamente dela. Pontos de vista que
abarcam todo o dominio de uma ou de vérias ciéncias podem ser tornados conhecidos de
duas maneiras. Eles podem ser completa e definitivamente formulados em um trabalho
composto, ou gradualmente em artigos individuais. A primeira tem sido, de longe, a mais
frequente, até agora, e certamente é o processo que alguém deveria adotar se deseja
simplesmente adquirir boa reputacdo entre os académicos contemporaneos o mais rapido
possivel. Mas para a perfeicdo das ciéncias considero que o segundo processo é muito mais
vantajoso devido as seguintes razoes.

Em primeiro lugar, porque, dessa maneira, o descobridor das novas opinides corre
menos risco de se precipitar. Com efeito, a apresentacao gradual de suas opinides permite-
lhe adiar sua explicacdo de detalhes sobre os quais ele proprio inicialmente tinha ddvidas.
Ele pode aprender com as criticas a seus trabalhos ja publicados e corrigir algumas coisas
erradas.

Em segundo lugar, com um desenvolvimento gradual de seus pontos de vista, ele
pode esperar um exame bem mais estrito pelo leitor. Pois o autor que apresenta um sistema
ja completo oferece-nos, para exame imediato, muitas novas asser¢oes em relacdo as quais
ele ndo pode esperar que sejam examinadas com tanto cuidado como se tivessem sido
apresentadas individualmente. O autor que fornece uma teoria completa mostra, ou pelo
menos deveria mostrar, como essas irrefutaveis verdades de senso comum podem ser
deduzidas de suas premissas inusitadas. Mas isso nos reconcilia imediatamente com essas
premissas, e concordamos com elas muito mais rapidamente do que se as mesmas tivessem
sido apresentadas individualmente e tivéssemos tido a permissao de examinar se, e até que
ponto, elas coincidem com o resto do que acreditamos ser verdadeiro. Finalmente, ndo se
pode negar que um livro de muitas paginas que promete um sistema completo dessa ou
daquela ciéncia nos instila uma espécie de reveréncia mesmo antes de 1é-lo. Entdo, se
descobrimos, ao 1é-lo, coeréncia em suas afirmativas, se a estrutura do conhecimento
humano que ele esboga tem forma agradavel, e se tudo é disposto com tamanho, grandeza e
simetria conveniente, entdo nosso julgamento é influenciado e comecamos a desejar que
nele, por fim, possa ser encontrado aquele tnico sistema verdadeiro que vinhamos
procurando ha tanto tempo. E o minimo que acontece é que, devido a coeréncia observada,
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julgamos que ou devemos aceitar ou rejeitar todo o sistema, quando na verdade nenhuma
das duas possibilidades deveria ocorrer!

Estas foram as razdes principais porque decidi, em 1804, que, em nenhuma ciéncia
eu comecaria com a publica¢do de um compéndio completo, mas tornaria conhecidos meus
conceitos discordantes dos usuais em primeiro lugar por meio de artigos individuais. E
somente se, ap0s muitas correcOes, eles tivessem a aceitacdo do publico, deveria ser
considerada a preparacdo de um sistema completo. Isso se a morte ndo nos obrigar a deixar
esta tarefa a outros.

Iniciei minhas publicagdes com um artigo sobre matemadtica, cujo titulo é
Betrachtungen iiber einige Gegenstande der Elementargeometrie (Praga: C. Barth, 1804).
Nele, expus, uma nova teoria das paralelas®' além de alguns outros pontos de vista. Alguns
anos depois decidi publicar todos meus pontos de vista na area de matematica de forma
sequencial, sob o titulo geral Beytrdge zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik.
Mas a primeira das publicacoes dessa série (Praga: C. Widtmann, 1810) teve o inforttinio
de ndo ser mencionada ou analisada em alguns periddicos académicos ou em poucos outros
de maneira muito superficial. Isso me obrigou a adiar essas publicacdes para épocas
posteriores, e no intervalo contentar-me em fazer com que eu fosse mais conhecido pelo
mundo académico devido a publicacdo de alguns artigos que, devido a seus titulos,
pudessem gerar mais curiosidade. Devido a isso, o artigo j& mencionado, Der binomische
Lehrsatz, etc., foi publicado em 1816 (Praga: Enders). Minha esperancga é que este trabalho
também desempenhard o mesmo papel; além disso, sua publicacdo é necessaria pois no
artigo anterior mencionei a proposicdo demonstrada aqui. Alguns outros artigos ja estdo
escritos e prontos para publicacdo, e.g. um intitulado Die drey Probleme der Rectification,
der Complanation, und der Cubirung, ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die
Annahmen des Archimedes und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Voraussetzunq
geldst. Eles ainda aguardam edicdo.

Caso eu continue a comportar-me dessa maneira, que me parece a melhor, entdo o
tnico reconhecimento que devo pedir ao publico é que este trabalho ndo deveria ser
ignorado devido a sua brevidade, mas, ao contrario, examinado minuciosamente, e que 0s
resultados desse exame fossem tornados publicos. Dessa maneira, o que talvez seja pouco
claro pode ser claramente explicado e o que €é de fato errado sera desdito. Quanto mais cedo
a verdade e a corregdo forem amplamente aceitos, melhor.

1

Convengdo.” Suponha que em uma série de grandezas ndo ocorre o caso especial
de que a partir de um certo termo, todos os seguintes sejam nulos, como acontece, por
exemplo, com o (n+1)-enésimo na série do binémio para qualquer expoente inteiro
positivo 7. E entdo 6bvio que o valor dessa série, ou seja, a grandeza que resulta da soma

21 . . . . . . A PP

Essa teoria deveria ser bem considerada devido a pelo menos dois motivos: em primeiro lugar, é a tinica em que
nenhum erro 6bvio foi encontrado. Em segundo lugar, o maior gedmetra francés vivo, Legendre,
independentemente de mim, chegou ao mesmo ponto de vista na décima edigdo dos Eléments de géométrie (Paris,
1813).

* Bolzano utiliza “willkkiirlicher Satz”, uma convencdo ou definigdo (Sebestik 1964b)
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de seus termos, nunca pode ser sempre o mesmo quando o numero de termos for
arbitrariamente aumentado. Ao contrario, esse valor deve seguramente alterar-se sempre
que o nimero de termos for aumentado, mesmo de somente um, desde que ndo seja nulo.
Assim, o valor de uma série depende ndao somente da regra que determina a construcao de
cada termo, mas também de quantos termos forem tomados. Entdo o valor representa uma
grandeza varidvel embora a forma e a grandeza de cada termo permaneca inalterada.
Levando isso em conta, representamos por £'(;)Z ou F, z. uma fungéo de & que consiste
em uma série arbitrariamente longa de termos e cujos valores dependem portanto, além de
X, do nimero de termos, 7. Assim, por exemplo, , A+ Bz +C z+-+Rx'=F,z,e, por
outro lado,
A+Bz+Cz’++Rz ++Sz2 " =F,.,z.

2

1. Lema. A mudanca de valor, ou seja, aumento ou diminuicdo de valor que ocorre
em uma série pelo aumento de seus termos por um conjunto determinado de termos (e.g.
por um) pode ser, dependendo das circunstancias, uma grandeza constante (mais
precisamente se os termos da série sdo todos iguais) mas pode também ser variavel. No
ultimo caso, a variacdo pode ser uma grandeza que aumenta algum tempo e decresce por
algum tempo, ou uma que sempre aumenta. Assim, a variacdo na série

1+1+1+1+:-,
se ela for aumentada de um termo, é uma grandeza constante. A variagdo na série
2 3
ataetae +ae+

pela adicdo de um termo é uma grandeza variavel, desde que e # 1. Ela se torna mesmo
menor se e<= 1.

3

2. Lema. Se a variacdo (aumento ou diminui¢do) de uma série devido ao aumento
do niimero de termos por um conjunto determinado de termos (e.g. por um) sempre
permanece o mesmo ou até mesmo sempre aumenta — e se em ambos os casos ela mantém o
mesmo sinal — é entdo claro que o valor dessa série se tornard maior do que qualquer
grandeza dada, se for suficientemente continuado. De fato, suponha que o aumento da série
quando sdo adicionados n termos é = d e se pede que a série se torne maior do que um

P - . - . D
valor dado D. E entdo suficiente escolher um nimero inteiro 7 que seja = 4 © prolongar a

série com mais 7 ® n termos, obtendo desta maneira um aumento que é
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z(r-dz%-d:D).

4

3. Lema. Mas existem também séries cujos valores, ndo importa quantos termos
sejam tomados, nunca ultrapassam uma certa grandeza. A série

a—a+a—a-,

€ deste tipo; seu valor, ndo importa quantos termos tomarmos, é sempre 0 ou a e portanto
nunca excede a.

5

4. Lema. Particularmente interessante entre tais series é a classe das séries em que
a mudanga de valor (aumento ou diminui¢do) devida a qualquer adicionamento de termos
sempre se mantém menor do que uma certa grandeza, a qual pode ser escolhida tdo pequena
quanto se queira, desde que a série ja tenha sido prolongada suficientemente. A existéncia
de tais séries é demonstrada ndo somente pelas séries em que os termos apds um certo
ponto sdo todos nulos (e elas portanto realmente ndo tém continuacdo apds esse termo e sao
tdo incapazes de mudar de valor, como a série do bindmio da Secdo 1), mas também pelas
séries em que os termos diminuem com a mesma razdo, ou mais rapidamente, que uma
progressdo geométrica cuja razdo é uma fragdo propria. De fato, é bem conhecido que o

r+l
valor da série geométrica g+ge+gel+ --+ae € = a(l—er]/(l_e). E se
1—-e
acrescentarmos s termos a série, entdo 0 acréscimo é

r+1 r+2 r+3
ae +ae +ae

++ae =ae " (1-¢")/(1—e) Ora, se e<+ 1 er for escolhido
suficientemente grande, esse acréscimo permanece menor do que qualquer grandeza dada,
ndo importa qudo grande seja s. De fato, como e’ sempre permanece <z 1, entdo
ae "' (1—e’)/(1—e) é obviamente sempre menor do que ae”*' 2/(1—e). Mas esta tltima
grandeza pode ser tornada menor do que qualquer grandeza dada se aumentarmos 7, pois
seu valor quando 7 aumenta de uma unidade é simplesmente o valor anterior multiplicado
por €, uma fracdo propria constante. (Veja o Der binomische Lehrsatz, Section 22). Desta
maneira, qualquer progressdo geométrica cuja razdo é uma fragdo propria pode ser
continuada suficientemente até que o acréscimo causado por cada continuacdo adicional
tem que permanecer menor do que uma certa grandeza dada. E isso deve valer ainda com
maior razdo no caso das séries cujos termos decrescem mais rapidamente que os termos de
uma progressao geomeétrica decrescente.
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5. Lema. Se os valores das somas dos primeiros n ,n+1,n+2,..., n+r termos

de uma série® como a da Secdo 5 forem representados (Secdo 1) por ¥, @, F @ -o-
F,..z, respectivamente, entdo as grandezas representam

FleFZQ:)FS,z; .'.’anll..)F

n+r

T,

uma nova série (chamada de série das somas da série anterior). Estamos supondo aqui a
propriedade especial que a diferenca entre o n-ésimo termo F'» Z e cada termo posterior por
F...z (ndo interessa qudo distante do n-ésimo termo) permanece menor do que qualquer
grandeza dada se n tiver sido escolhido suficientemente grande.”

7

Teorema. Se uma série de grandezas

F,z, F,z,F,z,~,F z,,F

n+r

T,

tem a propriedade de que a diferenca entre o n-ésimo termo £, Z e qualquer termo
posterior F'»+,, ndo interessa quio distante daquele, permanece menor do que qualquer
grandeza dada se n for escolhido suficientemente grande, entdo existe sempre uma certa
grandeza constante, e em verdade somente uma, de que se aproximam os termos da série e
do qual eles podem ficar tdo préximos quanto desejado se prolongarmos a série
suficientemente.®

Demonstragio. E claro, pela Secéo 6, que uma série como a descrita no teorema é
possivel. Além disso, supor a existéncia da grandeza X de que os termos da série se tornam
arbitrariamente proximos, desde que ndo seja suposto que a grandeza seja Unica e
invaridvel, ndo contém certamente nada impossivel. De fato, se ela for uma grandeza que
pode variar, entdo ela pode, naturalmente ser escolhida convenientemente préxima do
termo F'» T com que estd sendo comparada, ou ser mesmo exatamente igual a ele. Mas a
hip6tese de uma grandeza invaridvel com a propriedade de estar préxima aos termos de
nossa série ndo é impossivel, pois com esta hipotese é possivel determinar a grandeza com
qualquer exatiddo pedida. Com efeito, suponha que é exigido que X seja determinada com
uma tal exatiddo que a diferenca do valor verdadeiro de X ndo exceda uma pequena
grandeza dada d. Entdo, é suficiente procurar na série dada um termo F.Z com a
propriedade de que qualquer termo F,+-Z que lhe seja posterior difira dele por menos de
+ d. Por hip6tese, deve existir um tal termo. Afirmo que o valor de F', z difere do valor
verdadeiro de X por no maximo * d. Pois se 7 for arbitrariamente aumentado, com o

& Bolzano ndo distinguia uma série e uma sequéncia. Aqui, se trata de uma sequéncia (Sebestik, 1964b)

" Trata-se da primeira defini¢do do critério de Cauchy para a convergéncia de uma sequéncia (Sebestik, 1964b)

@ 0 teorema do § 7 introduz a nogéo de limite. Quanto a demonstracdo do teorema, Bolzano demonstra somente a
possibilidade do limite X, mas ndo sua existéncia O que lhe falta é uma teoria dos nimeros reais, a qual Bolzano se
esforgara para construir em torno de 1830-1834 em seu “Teoria da Grandeza”(ver o artigo de M. Rychlik indicado
em nossa introducdo). Cf. N. Bourbaki Eléments d’Histoire des Mathématiques “, ele [Bolzano] procura justifica-
la por um argumento que, na auséncia de qualquer defini¢do aritmética dos nimeros reais, era, e ndo poderia
deixar de ser, um circulo vicioso; mas, aceito isso, seu trabalho é totalmente correto e notavel...” (p. 164)
(Sebestik, 1964b).
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mesmo 7, a diferenca X — F',., & =% w pode ser feita tdo pequena quanto queiramos; mas
a diferenca F'nz—F,. T sempre se mantém < =* d, ndo importa qudo grande r for
tomado. Portanto a diferenca

X_an ':(X_Fn+r$)_[Fn$_Fn+r$)’

deve sempre manter-se <= (d+w). Mas como para 0 mesmo n isso é uma grandeza
constante e pode ser feito tdo pequeno quanto exigido aumentando r, entdo X —F,x tem
que ser < * d. Pois se fosse maior e, e.g., igual a * (d+e) seria impossivel que a relacio
d+e<d+uw, i.e, e<w, se verificasse se wfosse mais e mais diminuido. Portanto, o valor
verdadeiro de X difere do valor do termo £, Z no méximo por d, e pode assim ser
determinada com a exatiddo exigida pois d pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Desta
maneira, existe realmente uma grandeza da qual os termos da série, se ela for
suficientemente continuada, se aproximam tanto quanto quisermos. Mas existe somente
uma tal grandeza. Com efeito, suponha-se que além X existe outra grandeza constante Y de
que os termos da série, se forem tomados em numero suficientemente grande, se
aproximam tanto quanto desejado; entdo as diferencas X — Foi,2=w e Y — F,., 2= w,
podem ser feitas tdo pequenas quanto desejado se r for tomado suficientemente grande.
Portanto isso também se verifica para sua propria diferenca, isto é, para X —Y =w—w,,
que, se X e Y'sdo grandezas constantes é impossivel se ndo supusermos que X =Y.

8

Observagdo. Caso seja tentado determinar o valor da grandeza X da maneira
descrita na se¢do anterior, usando um dos termos de que a série é composta, entdo nunca se
determinara X com exatiddo total a ndo ser que os termos da série sejam todos iguais a
partir de um certo ponto. Mas ndo se deve concluir disso que a grandeza X é sempre
irracional. Por exemplo, considere a série

0,1;0,11;0,111;0,1111; ---

(quee é a série da soma dos termos da progressio  geométrica
1/10;1/100; 1/1000; 1/10000; -,

entdo a grandeza de que os termos da série se aproximam tanto quanto se queira ndo é
irracional, mas a sim a fracdo 1/9. Assim, do fato de que uma grandeza ndo pode ser
determinada com exatiddo de uma certa maneira ndo decorre que ela ndo possa ser
completamente determinada de alguma outra maneira, e que, portanto seja irracional.

9

Lema. Portanto se uma série dada tem a propriedade de que cada termo é finito,
mas a variacao que sofre com qualquer acréscimo de termos é menor do que qualquer
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grandeza, desde que o numero de termos inicialmente tomados seja suficientemente grande,
ha sempre uma e somente uma grandeza constante que se torna tdo proxima do valor da
série quanto desejado, se forem tomados um nimero suficiente de termos. Com efeito, uma
tal série é do tipo descrito na Secdo 5; e portanto, os valores que sdo as somas dos
n,n+1,n+2,... termos formam uma série como as das SecOes 6 e 7. Assim, uma tal
série tem a propriedade demonstrada na Segdo 7.

10

Observacdo. Nao se deve pensar que na proposicdo da Secao 9 a condicao — “que a
variacdo (aumento ou diminui¢ao) que ocorre na série em qualquer de seus prolongamentos
tem que permanecer menor do que qualquer grandeza dada se ela inicialmente foi suficiente
prolongada” — é supérflua, e que a proposicao poderia ser expressa mais geralmente: “Se é
possivel tornar os termos de uma série, quando prolongada, progressivamente menores, e
tdo pequenos quanto desejado, entdo existe sempre uma grandeza constante de que o valor
da série, quando prolongada, se aproxima tanto quanto queiramos”. Essa assercao pode ser
imediatamente refutada pelo seguinte exemplo. Os termos da série

1/2+1/3+1/4+1/5+---

podem ser tornados tdo pequenos quanto se queira, mas contudo é um fato bem conhecido,
que usa as propriedades de uma hipérbole retangular (mas também dedutivel por meio de
consideracGes puramente aritméticas), que o valor da série pode se tornar maior do que
qualquer grandeza dada.

11

Observacdo preliminar. Em investigacdes de matemadtica aplicada, acontece
frequentemente a situacdo em que todos os valores de uma grandeza varidvel  que sdo
menores do que um certo % gozam de uma apropriedade especifica M, sem que se saiba se
isso se verifica para todos os valores que sdao maiores do que u. Nesses casos, pode existir
algum %; > para o qual, da mesma maneira que ela se verifica para u, todos os valores de
~ menores do que u gozam da propriedade M. Essa propriedade M pode mesmo ser
satisfeita por todos os valores de  sem exce¢do. Mas se isso é conhecido, ou seja, que M
ndo é satisfeita por todos os « em geral, entdo se combinarmos essas duas condi¢des sera
correto concluir que existe uma certa grandeza U que é a maior das que para as quais é
verdade que todos os valores menores de = gozam da propriedade M. Isso sera
demonstrado no seguinte teorema.

12

Teorema. Se uma propriedade M ndo se verifica para todos os valores de uma
varidvel x, mas é verificada para todos os valores que sdo menores do que um certo u,

388 RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 372420, 2023



“DEMONSTRAGAO PURAMENTE ANALITICA DO TEOREMA... DE BERNARD BOLZANO

entdo existe sempre uma grandeza U que é a maior daquelas de que se pode afirmar que
todos os « menores gozam de M.’

Demonstracdo. 1. Como a propriedade M se verifica para todos os © menores do
que u, mas ndo para todos os * em geral, existe alguma grandeza V =u+D (em que D
representa uma grandeza positiva) de que se pode afirmar que todos os £<V =u+ D ndo

D
gozem de M. Entdo, eu pergunte se M é satisfeito por todos os $<U+2—m, em que o

expoente m é primeiro 0, depois 1, depois 3, etc. — tenho certeza de que a primeira das

D
perguntas terd resposta negativa. Pois a pergunta se M é satisfeita por todos os £<u+ ? é

equivalente a saber se M ¢é satisfeita por todos os z<u+D, o que é respondido
negativamente, por hipotese. Assim, trata-se de saber se todas as perguntas subsequentes,
quando m se torna cada vez maior, terdo respostas negativas. Se isso acontecer, fica claro
que o proprio u é o maior valor para o qual a assertiva de que todos os  menores gozam da
propriedade M se verifica. De fato, se houvesse um maior, e.g. u +d, a afirmagdo de que
todos os z<u+d gozam da propriedade M; mas entdo claramente se tomarmos m

suficientemente grande, % +2—M se tornara <u +d, e portanto se M é satisfeita por todos os

x<u+d serd também satisfeita por todos os a:<u+2£M; portanto a pergunta, ndo foi

respondida negativamente, mas sim afirmativamente. Fica assim demonstracdodo que neste
caso (quando todas as perguntas acima teriam tido resposta negativa) existe uma certa
grandeza U (exatamente o proprio u) que é a maior para a qual a afirmativa de que todos os
 menores do que ela gozam da propriedade M.

2. Ao contrério, se eu tiver resposta afirmativa para uma das perguntas acima, e m
for o valor do expoente bem determinado para o qual é afirmado pela primeira vez (m pode
ser 1, como acabamos de ver, mas ndo 0), entdo a propriedade M é satisfeita por todos
m<u+2—€ mas ndo por todos os < "“’F - Mas a diferenca entre % + L eut é

Zm 2m—1

D
igual a o Portanto, como aconteceu acima com a diferenca D, pergunto se M e satisfeita

D, 6 D
por todos os Z<u+ om +W e aqui o expoente n é primeiramente 0, depois 1, depois 2,

etc.; mais uma vez tenho certeza de que pelo menos a primeira pergunta terd que ser
respondida negativamente. De fato, perguntar se M é satisfeita por todos os

D, D | . P
r<u+ o + —2m+0 é a mesma coisa que perguntar se M é satisfeita por todos os < u+

m—1

, mas ja sabemos que isso ndo é verdade. Mas se todas minhas perguntas subsequentes
forem negativamente respondidas quando n torna-se cada vez maior, entdo, como

" Trata-se do Teorema de Bolzano-Weierstrass: Um conjunto limitado de nimeros reais tem um supremo bem
definido, nocdo introduzida por Bolzano. (Sebestik, 1964b)
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D
anteriormente, U +2—m é o maior valor, ou seja, U, para o qual é verdadeira a assercao de

que todos os * menores satisfazem a propriedade M.
3. No entanto, se uma dessas perguntas me for respondida afirmativamente, e isso

acontece primeiramente para o valor determinado de n, entdo sei agora que M é satisfeita
D

2m+n71'

A diferenca entre

m+n?d

D ~ D
por todos 0s & <u+—-+——-, mas ndo por todos r<u+-=.+
2™ 2 2"

D
essas duas grandezas é igual a ymen € repetirei 0 processo como anteriormente, agora com

— etc.
2m
4. Se eu continuar dessa maneira tantas vezes quanto for desejado, vé-se que o

resultado a que finalmente se chega tem que ser uma das alternativas a seguir.

D, D D
(a) Ou posso achar um valor da forma % "'ﬁ"' ymn e ymen+—r QUe €0 maior
que satisfaz a propriedade de que todos os  menores do que ele é verdadeira. Isso acontece

no caso em que as perguntas se M é satisfeita por todos os
D D
+ e

2m+n ' 2m+n+---7‘

sdo respondidas negativamente para todos os s.
(b) Ou posso achar que todos os

$<’LL+£+ D + D
m 2m+n 2m+n+---r

gozem da propriedade M, mas isso ndao aconteca para todos o0s

Neste caso, podemos sempre tornar o nimero de termos nessas duas grandezas
sempre maiores fazendo novas perguntas.

5. Ora, se o primeiro caso ocorre, a validade do teorema ja foi demonstrada. No
segundo caso, pode-se observar que a grandeza

u+2+ D ,._D

2m 2m+n 2m+n+---7‘

representa uma série cujo numero de termos pode ser aumentado arbitrariamente e que
pertence a classe descrita na Secdo 5. De fato, se m,n,..., r sdo todos iguais a 1 ou

~ . 1 L ~ ~
alguns sdo maiores do que E, a série diminui com a mesma razdo uma progressao
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I . s 2 ~ L1 . . ~
geométrica cuja razdo é a fragdo propria 5> Ou mais rapidamente que uma tal progressao.

Segue-se disso que ela goza da propriedade da Secdo 9, i.e. existe uma certa grandeza
constante de que ela pode se aproximar tanto quanto quisermos se o ntimero de termos for
suficientemente aumentado. Seja V esta grandeza; Afirmamos que a propriedade M se
verifica para todos os z<U .Pois se isso ndo acontecesse para algum z<U, e.g., para
U — 4, entdo a grandeza

deve sempre permanecer a uma distancia igual a § de U, pois todos os & que sdo menores
do que ela devem gozar da propriedade M . Isso acontece porque todo

u+22m+ D ,._D - w,

2m+n 2m+n+---r

ndo importa qudo pequeno seja w, goza da propriedade M. Por outro lado, isso ndo
acontece com « = U — J; portanto,

u+2m+ mD+n+ m+€+---7‘_w)
20 2 2
ou
u+2+ D ,._D >0 —w
Zm 2m+n 2m+n+~--r

Assim a diferenca entre U e a série ndo pode tornar-se tdo pequena quanto
desejado, pois  —w ndo pode ser menor do que qualquer grandeza dada. Mas M também
ndo se verifica para todos os £ < U +¢ pois a série

pode ser tornada tdo préxima do valor da série quanto quisermos, pois a diferenca entre as
D
duas é somente —me,,...r_] - Além disso, como o valor da ultima série podem ser tornado

tdo proximo de U quanto desejado, o valor da série pode se aproximar de U como desejado.
Portanto,

u+2+ D ... D

2m 2”’”‘" 2m+’ll+"'?"*1
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pode certamente tornar-se <U +¢. Mas, por hipétese, M ndo se verifica para todos os
wrPy D . D : q
om T pmen =1 muito menos, portanto, isso acontece para todos os

z<U +¢. Portanto, U é o maior valor da grandeza para o qual a asser¢do de que todos os &
menores do que ele gozam da propriedade M é verdadeira.

13

Primeira observagao. O dltimo teorema é da maior importancia e é usado em todas
as areas da matemadtica, tanto em andlise quanto nas partes aplicadas, geometria,
cronometria e mecanica. A proposicdo falsa a seguir tem sido usada de maneira bem
frequente: “Se uma propriedade M se verifica para todos os  menores do que um certo
valor, sempre hd um maior valor de  que goza da propriedade M.” Afirmo que isso é falso
devido ao teorema que acabamos de demonstrar. De fato, se existe alguma grandeza U que
é a maior das quais se pode afirmar que todos os = menores do que ela gozam da
propriedade M, entdo ndao ha um maior = que satisfaz essa propriedade, desde que z seja
uma grandeza livremente ou continuamente variavel. Com efeito, é bem conhecido que
dada uma grandeza que varia livremente ou sujeita a lei de continuidade,” nunca hd um
maior valor que seja menor do que um certo limite U, pois ndo importa qudo proxima desse
limite ela possa estar, pode sempre aproximar-se mais. A fim de mostrar isso com um
exemplo, considere uma hipérbole retangular, escolha uma de suas assintotas como eixo
dos e como origem das abscissas ndo o centro ¢, mas qualquer outro ponto a sobre esta
assintota e cuja distancia de ¢ é D.

Definamos ac como a direcdo positiva das abcissas e a direcdo ab da ordenada
retangular do ponto a como direcdo positiva das ordenadas. Entdo, qualquer abcissa x que é

menor do que um certo valor, por exemplo menor do que g, a propriedade que lhe

corresponde uma ordenada positiva se verifica. Contudo, esta propriedade (M) ndo sera
verificada para todas as abcissas positivas, por exemplo as que sdo maiores do que D. Ora,
existe uma maior abcissa £ ou um maior valor de  que goza da propriedade M? Ndao, mas
certamente existe algum U, ou seja, uma abcissa  que é a maior entre aquelas de que
podemos afirmar que todas as outras menores do que ela tém ordenadas positivas, ou seja,
gozam da propriedade M. essa abcissa « é + D.

14

Segunda Observacdo. Talvez alguém sinta-se tentado a concluir que a
demonstracdo do teorema da Secdo 12 poderia ter sido feita bem rapidamente da seguinte
maneira: “Se ndo houvesse um maior U para o qual fosse verdadeira a afirmativa que todos
os  menores do que ele gozam da propriedade M, seria sempre possivel escolher v cada

# Bolzano distingue entre uma variavel livre (= varidvel que pode assumir todos os valores entre dois valores
dados; hoje, seria o que chamamos de variavel continua) e uma variavel continua (= varidvel que, na vizinhanca de
qualquer ponto dado, pode assumir valores que diferem deste valor dado tdo pouco quanto quisermos; elas sdo
designadas hoje, seguindo Caantor, por conjuntos densos em toda parte (Sebestik, 1964b).
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vez maior, tdo grande quanto se desejar, e consequentemente M deve ser satisfeita para
todos os x, sem excec¢do.” Que isso é falso pode ser mostrado, por exemplo, pela série bem
conhecida

+ +l+-..’
8

N |—
PN

cujo valor pode sempre ser tornado maior do que ja é e no entanto sempre permanece <1 !
Nem mencionariamos este erro facilmente perceptivel se os matematicos ndo o cometessem
de tempos em tempos — como feito por um deles em sua “teoria completa das paralelas”.

15

Teorema: Se duas funcdes de z, fx e ¢ x variam seguindo a lei da continuidade,
para todos os valores de x ou somente para 0s que estdo entre o e 3, e se fa<pa e
f B>pB, entdo sempre existe um certo valor de z entre a e B para o qual fx=pz.

Demonstracao: Relembremos que neste teorema os valores das fungdes fx e oz
devem ser comparados entre si somente em valores absolutos, i.e., sem levar em conta seus
sinais, como se fossem grandezas incapazes de terem sinais opostos. Mas os sinais de « e 3
serdo importantes.

1. Em primeiro lugar, suponha que o e 8 sdo ambos positivos e que (sem perda de
generalidade), 8 é o maior deles; dessa maneira, 8 =a+i, em que ¢ representa uma
grandeza positiva. Ora, como fa <pa, se w representa uma grandeza positiva que pode ser
tomada arbitrariamente pequena, entdo f (a+w)<¢ (a+w). Com efeito, como fz e gz
variam continuamente para todos os x entre o e 3, e a+w estd entre @ e 8 sempre que
w<i, deve ser possivel fazer com que f(a+w)—fa e ¢(a+w)—¢a sejam como
desejado e w for tomado suficientemente pequeno. Assim, se {2 e 2' representam
grandezas que podem ser tornadas tdo pequenas quanto desejado, f(a+w)—fa=1, e
¢ (a+w)—pa=" Portanto,

¢la+w)—fla+w)=pa—fo+r2'—0.
Mas ¢a — fa é igual, por hipétese, a alguma constante positive fixa. Portanto
platw)—flatw)=A+02'-0,

que permanece positiva se {2 andf?' forem escolhidos suficientemente pequenos, i.e., se w
tiver um valor muito pequeno, e isso sempre se verifica para todos os valores menores.
Assim, para todos os valores de w que sdo menores do que um certo w, pode ser afirmado
que as duas funcdes f (a+w) e ¢ (a+w) sdo tais que a primeira grandeza é menor do que a
segunda. Designemos por M esta propriedade da varidvel w . Podemos entdo afirmar que
todos os w que sdo menores do que um certo w gozam da propriedade M. No entanto, é
claro que esta propriedade M ndo € satisfeita por todos os valores de w, explicitamente para
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os valor w =1 pois f (a+i)=f B que por hipétese ndo é menor, e de fato é maior, do que
¢ (a+i)=¢pB. Consequentemente, o teorema da Secdo 12 fornece um certo U que é o
maior dos valores para os quais se pode afirmar que todos os w <U gozam da propriedade
M.

2. Este U deve estar entre 0 e 2. Em primeiro lugar, ndo pode ser igual a ¢ pois isso
significaria que f(a+w)<p (a+w) sempre que w <i, ndo importa qudo perto esteja do
valor i. Mas exatamente da mesma maneira que acabamos de demonstrar que, da hipétese
que fa<epa, decore f(a+w)<g(a+w) se tomarmos w suficientemente pequeno,
poderemos também concluir que de f(a+i)>p(a+i), segue-se a consequéncia
fla+i—w)>p (a+i—w) se w for tomado suficientemente pequeno. Portanto, ndo é
verdade que as fun¢des fz e ¢ x ndo podem satisfazer a propriedade de serem sempre uma
grandeza menor do que a outra para todos os valores de z tais que z <« — 7. Em segundo
lugar, ainda menos pode ser verdade que U > 1, pois caso contrario 4 seria um dos valores
de w<U, e portanto também f (a +i)<¢ (a +1), 0 que contradiz diretamente a hipétese do
teorema. Portanto, como U é positivo, certamente esta entre 0 e ¢ e assim a+ U esta entre o
epB.

3. Pode-se agora perguntar qual relagio existe entre fr e ¢z para o valor
z=a+U? Em primeiro lugar, ndo pode ser verdade que f(a+U)<¢ (a+U), pois isso
acarretaria f (a+U+w)<p(a+U +w) se w for escolhido suficientemente pequeno, e
dessa maneira o+ U ndo seria o maior valor de que pode ser afirmado que todos os z
menores do ele gozam da propriedade M. Em segundo lugar, também ndo pode ser verdade
que f(a+U)>¢(a+U), pois isso acarretaria que f(a+U —w)>¢p(a+U —w) se w for
escolhido suficientemente pequeno e portanto seria contra a hipétese de que a condicao M é
satisfeita por todos os x menores do que a+U. Assim, sé restaria a possibilidade
fla+U)=¢(a+U), e assim fica demonstrado que existe um valor de z entre o e 3,
a+U, para o qual fx=pzx.

II. A mesma demonstragdo vale também quando « e §, sdo ambos negativos se
escolhermos w, %, e U grandezas negativas, pois entdo, da mesma maneira, o+ w, a+1,
a+U, e a+U —w representam grandezas entre o e 3.

III. Se a =0 e B forem positivos, tome-se simplesmente i (= B), w, e U positivos;
e se B é negativo, escolham-se os outros negativos e a demonstragdo I pode ser repetida
exatamente.

IV. Finalmente, se o e f tém sinais opostos e por exemplo (por que isso é
indiferente) o é negativo e 3 positivo, entdo a hip6tese do teorema sobre a continuidade das
fungdes fz e px afirma, que esta continuidade se estende a todos os valores de z que, se
forem negativos, sdo <a e, se positivos sdo >/ Entdo, entre esses valores, tem-se z =0.

Assim, deve-se investigar a relacio que existe entre f(0) e ¢ (0). Se f(0)=¢(0), entdo o
teorema ja estd demonstrado. Mas se f(0)>¢ (0), entdo como fa<ga temos, pela
demonstracdo III, um valor entre 0 e @, e se f (0)<¢ (0), um valor entre 0 e 3, para o qual
fz=z. Assim, em cada caso hd um valor de x entre @ e 8 que torna fz = pz.

16
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Observacdo. Ndo estd de nenhuma maneira afirmado aqui que existe somente um
tinico valor de z que torna fz=¢z. De fato, se fa<pa e f(a+U)=¢ (+U)devemos
realmente ter f (a+U +w)>p (a+U +w)se w for escolhido suficientemente pequeno, i.e.,
se a funcdo fx que era menor do que gz deve, apds elas terem se tornado iguais entre si, ser
logo depois maior do que pz. Contudo, com acréscimos sempre maiores de w é certamente
possivel que antes que o+ U +w seja feito igual a 8 haja um valor para o qual novamente
fr <z . Em tal caso, segue-se diretamente de nosso teorema que devem existir outros dois
valores de z entre a e S, distintos de U, para os quais fr=¢z. Com efeito, seja
fla+U+x)<p(a+U +x); entdo, como ja se verificava que f (a +U+w)>x (a+U+w),
deve haver, entre o+ U +w e a+ U+, 0u seja, também entre « e 3, um valor de x para o

qual fr=px . Desta maneira, fica claro que em geral deve sempre um niimero impar de
valores de z que tornam fz =z .
17
Teorema. Toda fungdo da forma a+b a™+c z"+--+p 2" em que m,n,...,r
designam expoentes positivos inteiros é, para todo valor de =, uma grandeza que varia de
acordo com a lei da continuidade.
Demonstragdo. se T se torna T+ w, a variagcdo na funcdo é claramente igual a

blz+w)"—z"|+c[(z+w) — 2"+ +p[(z+w) —z],

uma grandeza que se pode muito facilmente mostrar ser capaz de tornar-se tdo pequena
quanto desejado se w for tomado suficientemente pequeno. De fato, pelo teorema do
binémio, cuja validade no caso de poténcias inteiros positivas (Se¢do 8 do Der binom.
Lehrs.) é independente da investigacdo com a qual o presente trabalho se ocupa, esta
grandeza € igual a

-1 m—1 -2 -1
mbx™ +m e 5 b Tw++bW™
-1 n—1 -2 -1
nex" +mne cx" TwHtew"
w 2 )
-1 r—1 -2 -1
rpx’ 4T e 5 pz’ T+ t+pw

Sabemos que o conjunto de termos que consiste no fator entre chaves é sempre
finito e independente dos valores das grandezas x e w. Como ele contém somente poténcias
positivas, para qualquer valor de x (também para z=0) o valor de cada termo, e
consequentemente de toda a expressdo serd sempre finito. Mas se para o mesmo « o valor
de w for diminuido, entdo os termos em que consta w diminuem de valor, enquanto os
outros permanecem inalterados. Designemos portanto por S a grandeza resultante da soma
dos valores assumidos um a um por todos os termos para um certo w digamos w;, e
somando-os como se todos tivessem o mesmo sinal. Entdo o valor desta expressdo para o
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mesmo w; certamente nao é >S; mas o valor assumido para qualquer w menor é
seguramente <S. Assim, se for exigido que a variagdo da funcdo a+b " +c "+ +p "
seja feita <D, é suficiente tomar um w <w; e que seja também <D/S. Entdo w * S, e mais
seguramente o produto de w por uma grandeza que é < S, deve ser <D.

18
Teorema. Se uma funcdo da forma
n n—1 n—2
T +tax +bx “+pr+tg,

em que n representa um numero inteiro positivo, for positiva para € =« e negativa para
x = Bentdo a equagdo

bz 4 pr+q=0

z"+azx"
tem pelo menos uma raiz real entre o e 3.

Demonstragdo. 1. Se @ e 8 tém o mesmo sinal (ambos positivos ou ambos
negativos), é claro que os termos das funcdes que sdo positivos ou negativos para =«
serdo positivos ou negativos, respectivamente, para £ =/ e também para todos os valores
de x entre e 3. Suponha agora que o valor da fungdo é positivo para £ =« mas negativo
para = [3. Esta mudanga pode ocorrer somente porque a soma de seus termos positivos
resulta ser maior do que a dos termos negativos quando = = &, mas menor do que 0s termos
negativos quando = = 8 .Mas a soma dos primeiros e igualmente a dos segundos é da forma

I

at+tba"+ca"++px

da Secdo 17, i.e. uma funcédo continua. Portanto, designemos uma por ¢z e a outra por fz.
Entdo, como fa<pa e f8>¢f, pela Secdo 15 deve existir algum valor de = entre o e
para o qual fz=pz. Mas para este valor fr— oz, i.e. a fungdo dada, se anula; portanto,
este valor é uma raiz da equacdo

-1 -2
2"+azx" +bzx" “--+pr+q=0.

2. Mas se a e B tém sinais opostos, considere o valor da fungdo quando z =0. Se
ele for zero, entdo sabe-se que a equacdo dada tem uma raiz real entre & e 3, que é z=0.
Mas se este valor (a grandeza q) é positivo, entdo sabe-se que que a fungdo dada é positiva
quando z =0 mas negativa quando Z =3, e, como 0s mesmos termos que sdo positivos ou
negativos quando =0 conservam seus sinais em todos os valores entre 0 e 3, pode-se
demonstrar, com a mesma argumentacao da parte 1 da demonstracdo, que deve existir um
valor de  situado entre 0 e 8 que torna a fungéo igual a zero. Finalmente, se g for negativo,
0 que acabamos de afirmar ainda é vélido, desde que 8 seja substituido por &. Ora, como
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um valor situado entre 0 e 8 ou entre 0 e a estd também entre a e 3, caso estes tenham
sinais opostos, entdo a verdade de nosso teorema estd demonstrada em todos os casos.
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3. Texto original

Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes da zwischen je zwey Werthen, die
einentgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der
Gleichung liege

Zwey Sétze in der Lehre von den Gleichungen gibt es, in Betreff deren man noch
vor Kurzem sagen konnte, da8 ein vollig richtiger Beweis derselben unbekannt sey. Der
eine ist der Satz: daf zwischen je zwey Werthen der unbekannten GroRe, die ein
entgegengesetztes Resultat gewdhren, allemahl wenigstens eine reelle Wurzel der
Gleichung liegen masse. Der andere lautet: daf§ jede algebraische rationale ganze Function
einer verdnderlichen GroBe sich in reale Factoren des ersten oder zweyten Grades zerlegen
lasse. - Von dem letzteren Satze hat uns, nach mehrerenmiflungenen Versuchen eines
d’Alembert, Euler, de Foncenex, La Grange, La Place, Kliigel u. A., im vorigen Jahre
endlich Hr. GauB ein paar Beweise geliefert, die kaum mehr etwas zu wiinschen {ibrig
lassen diirften. Es beschenkte uns zwar dieser vortreffliche Gelehrte schon in dem Jahre
1799 mit einem Beweise fiir diesen Satz,* der aber noch den von ihm selbst eingestandenen
Fehler hatte, dall er die rein analytische Wahrheit auf eine geometrische Betrachtung
griindete. Seine zwey neuesten Beweise” aber sind auch von diesem Fehler ganz frei;
indem die trigonometrischen Functionen, die in dem letzten vorkommen, in einer rein
analytischen Bedeutung aufgefallt werden konnen und sollen.

Der andere Satz, dessen wir oben erwéhnt, gehort zwar eben nicht zu denjenigen
Satzen, welche das Nachdenken der Gelehrten bisher auf eine ganz vorziigliche Weise
beschéftigt hatten. Inzwischen finden wir doch, daf Mathematiker von grofem Ansehen
sich mit diesem Satze befafit, und schon verschiedene Beweisarten fiir ihn versucht haben.
Wer sich hievon iiberzeugen will, vergleiche nur die verschiedenen Darstellungen, welche
von diesem Satze z. B. Kistner,* Clairaut,” Lacroix,*® Metternich,”” Kliigel,”® La Grange,”
Rosling® u. m. A. gegeben haben.

DaR aber keine dieser Beweisarten als geniigend angesehen werden konne, zeigt
sich bei einer genaueren Priifung derselben sehr bald.

I. Bei der gewohnlichsten Beweisart stiitzt man sich auf eine aus der Geometrie
entlehnte Wahrheit: da ndmlich eine jede kontinuierliche Linie von einfacher Kriimmung,
deren Ordinaten erst positiv, dann negativ sind (oder umgekehrt), die Abscissenlinie
nothwendig irgendwo in einem Punkte, der zwischen jenen Ordinaten liegt, durchschneiden

2 . . . . . . . P
Demonstratio nova Theorematis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in
factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Helmstadii. 4°. 1799.

2 Demonstratio nova altera etc., und Demonstratio nova tertia; beyde vom Jahre 1816.
24 Anfangsgriinde der Analysis endlicher GréBen. 3. Aufl. § 316.
% Elémens d ’Algébre. 5éme Edit. Supplemens. Chap. L. no. 16.

% Elémens d 'Algébre. 7éme Edit.
%7 In seiner Ubersetzung des eben angefiihrten Werkes von Lacroix. Mainz. 1811. § 211.

%8 In seinem Mathematischen Worterbuche. 2. Band S. 447 ff.
? Traité de la résolution des équations numeriques de tous les degrés. Paris. 1808.
% Grundlehren von den Formen, Differenzen. Differentialien und Integralien der Functionen. 1. Teil. § 49.
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miisse. Gegen die Richtigkeit sowohl, als auch gegen die Evidenz dieses geometrischen
Satzes ist gar nichts einzuwenden. Aber eben so offenbar ist auch, dall es ein nicht zu
duldender VerstoR gegen die gute Methode sei, Wahrheiten der reinen (oder allgemeinen)
Mathematik (d. h. der Arithmetik. Algebra oder Analysis) aus Betrachtungen herleiten zu
wollen, welche in einen blog angewandten (oder speciellen) Teil derselben, namentlich in
die Geometrie gehoren. Und hat man die Unschicklichkeit einer dergleichen metabasis eis
allo genos nicht langst schon gefiihlt und anerkannt? Hat man sie nicht schon in hundert
andern Féllen, wo man ein Mittel gewullt, vermieden, und diese Vermeidung sich zum
Verdienste angerechnet?* Mufl man sich also nicht, wenn man anders folgerecht sein will,
dieses auch hier zu thun bestreben?

Denn in der That, wer immer bedenket, daf die Beweise in der Wissenschaft
keineswegs blofe GewiBmachungen, sondern vielmehr Begriindungen d. h. Darstellungen
jenes objective Grundes, den die zu beweisende Wahrheit hat, seyn sollen: dem leuchtet
von selbst ein, dal der echt wissenschaftliche Beweis, oder der objective Grund einer
Wabhrheit, welche von allen GroRen gilt, gleich viel, ob sie im Raume oder nicht im Raume
sind, unmoglich in einer Wahrheit liegen kénne, die blo von GroRen, welche im Raume
sind, gilt. Bey Festhaltung dieser Ansicht begreift man vielmehr, daRl ein dergleichen
geometrischer Beweis, wie in den meisten Féllen, so auch in dem gegenwaértigen, ein
wirklicher Zirkel sey. Denn ist gleich die geometrische Wahrheit, auf die man sich hier
beruft, (wie wir schon eingestanden haben) hochst evident, und bedarf sie also keines
Beweises als Gewillmachung; so bedarf sie nichts desto weniger doch einer Begriindung.
Denn sichtbar sind die Begriffe, aus denen sie besteht, so zusammengesetzt, da man nicht
einen Augenblick anstehen kann, zu sagen, sie gehore keineswegs zu jenen einfachen
Wabhrheiten, welche man eben delShalb, weil sie nur Grund von andern, selbst keine Folgen
sind, Grundsdtze oder Grundwahrheiten nennet; sie sey vielmehr ein Lehrsatz oder eine
Folgewahrheit, d. h. eine solche Wahrheit, die ihren Grund in gewissen andern hat, und
daher auch in der Wissenschaft durch Herleitung aus denselben, dargethan werden muB. *
Nun denke, wer da will, dem objectiven Grunde nach, warum eine Linie unter den vorhin
erwdhnten Umstédnden ihre Abscissenlinie durchschneide: so wird gewil jeder sehr bald
gewahr werden, daf dieser Grund in nichts Anderm liege, als in jener allgemeinen
Wahrheit, zufolge deren jede stetige Function von x, welche fiir einen Werth von x positiv,
fiir einen andern negativ wird, fiir irgend einen dazwischen liegenden Werth von x zu Null
werden mufl. Und dieR ist eben die Wahrheit, die hier bewiesen werden soll. Weit gefehlt
also, daR diese letztere aus jener hergeleitet werden diirfte (wie dielf in der Beweisart, die
wir jetzt priifen, geschieht): mull vielmehr umgekehrt diese von jener abgeleitet werden,
wenn man die Wahrheiten in der Wissenschaft eben so darstellen will, wie sie nach ihrem
objectiven Zusammenhange mit einander verbunden sind.

I1. Nicht minder verwerflich ist der Beweis, den Einige aus dem Begriffe Stetigkeit
einer Function, mit Einmengung der Begriffe von Zeit und Bewegung, fiihrten. “Wenn sich
zwey Functionen fz und pzx”, sagen sie, nach dem Gesetze der Stetigkeit &ndern, und wenn

* Ein Beyspiel geben die vorhin angefiihrten Abhandlungen des Hrn. Prof. GauR.

32 Man vergleiche iiber dief Alles meine Beytrdge zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik. Iste
Lieferung. Prag 1810. II. Abth. §8. 2.10. 20. 21, wo man die logischen Begriffe, welche ich hier als bekannt
voraussetze, entwickelt findet.
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fir z=a, fa<wpa , aber fir =74, fx > fB ist: so muR es irgend einen zwischen o und 8
liegenden Werth p geben, fiir welchen fu = pu ist. Denn wenn man sich vorstellt, dalf die
verdnderliche GréBe z, in diesen beyden Functionen nach und nach alle zwischen o und 3
liegende Werthe, und in demselben Augenblicke immer beyderseits denselben Werth
annimmt: so ist im Anfange dieser stetigen Werthverinderung von z, fr<ez, und am
Ende fxr>¢x. Da aber beyde Functionen vermdge ihrer Stetigkeit erst alle mittleren
Werthe durchgehen miissen, bevor sie zu einem hoheren gelangen koénnen; so muf3 es
irgend einen mittleren Augenblick geben, in welchem beyde einander gleich waren. Dieses
versinnlicht man noch durch das Beyspiel der Bewegung zweyer Korper, deren der eine
anfangs hinter dem andern war, zuletzt ihm vorgeeilt ist, und folglich nothwendig einmahl
bey ihm vorbey gegangen seyn muf.

Niemand wird wohl in Abrede stellen, dal§ der Begriff der Zeit, und vollends jener
der Bewegung in der allgemeinen Mathematik eben so fremdartig sey, als der des Raumes.
Gleichwohl, wenn diese zwey Begriffe hier nur der Erlduterung wegen eingemengt waren,
hétten wir nichts dagegen zu erinnern.

Denn auch wir sind keineswegs einem so iibertriebenen Purismus zugethan, der,
um die Wissenschaft von allem Fremdartigen rein zu erhalten, verlangt, daff man in ihrem
Vortrage nicht einmahl einen aus fremdem Gebiethe entlehnten Ausdruck, auch nur in
uneigentlicher Bedeutung und in der Absicht aufnehme, um eine Sache so kiirzer und klarer
zu bezeichnen, als es durch eine in lauter eigenthiimlichen Benennungen abgefafte
Beschreibung geschehen kann, oder nur, um den Ubelklang der steten Wiederholung der
ndhmlichen Worte zu meiden, oder um durch den blofen Nahmen, den man der Sache
beylegt, schon an ein Beyspiel zu erinnern, das zur Bestdtigung der Behauptung dienen
kann. Hieraus ersieht man zugleich, da wir auch Beyspiele und Anwendungen nicht im
Geringsten fiir etwas Solches halten, das der Vollkommenheit des wissenschaftlichen
Vortrages Abbruch thue. Nur dieses fordern wir dagegen strenge: dal man die Beyspiele
nie statt der Beweise aufstelle, und auf bloR uneigentlich gebrauchte Redensarten, und auf
die Nebenvorstellungen, die sie mit sich fiihren, niemahls die Wesenheit des Schlusses
selbst griinde, so dal der letztere wegféllt, sobald man jene &ndert. Nach diesen Ansichten
diirfte sich also noch allenfalls die Einmengung des Begriffes der Zeit in obigem Beweise
entschuldigen lassen; weil auf die Redensarten, die von ihm hergenommen sind, kein
Schluf gegriindet wird, der nicht auch ohne ihn gélte. Keineswegs aber kann die zuletzt
gegebene Versinnlichung durch die Bewegung eines Korpers fiir etwas Mehreres angesehn
werden, als fiir ein bloBes Beyspiel, das den Satz selbst nicht beweist, vielmehr durch ihn
erst bewiesen werden mul$.

a. Halten wir uns also mit Weglassung dieses Beyspiels nur an das {ibrige
Raisonnement. Bemerken wir zuvorderst, da in demselben ein unrichtiger Begriff der
Stetigkeit zu Grunde gelegt sey. Nach einer richtigen Erkldrung ndhmlich versteht man
unter der Redensart, dal eine Function fz fiir alle Werthe von x, die inner- oder aulerhalb
gewisser Grenzen liegen,® nach dem Gesetze der Stetigkeit sich dndre, nur so viel, daB,

3 B gibt Functionen, welche fiir alle Werthe ihrer Wurzel stetig veranderlich sind, z. B. ax + bx. Allein es gibt
auch andere, die sich nur inner- oder auferhalb gewisser Grenzwerthe ihrer Wurzel nach dem Gesetze der
Stetigkeit dndern. So andert sich z+.
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wenn x irgend ein solcher Werth ist, der Unterschied f(m+w)—f(w) kleiner als jede
gegebene Grélle gemacht werden kénne, wenn man wo so klein, als man nur immer will,
annehmen kann; oder es sey (nach den Bezeichnungen, die wir im §. 14. des binomischen
Lehrsatzes u. s. w. Prag 1816. eingefiihrt) f (z+w|= fz+ {2. DaR aber, wie man in diesem
Beweise annimmt, die stetige Function niemahls zu einem héheren Werthe gelange, ohne
erst alle niedrigeren durchgegangen zu seyn, d.h. daR f (z—n A z) jeden zwischen fz und
f (a: +A a:) liegenden Werth annehmen kénne, wenn man n nach Belieben zwischen 0 und
+1 nimmt: das ist wohl eine sehr wahre Behauptung, aber sie kann nicht als Erklarung des
Begriffes der Stetigkeit angesehn werden, sondern ist vielmehr ein Lehrsatz {iiber
denselben; und zwar ein solcher, der sich nur erst nach Voraussetzung des Satzes selbst
beweisen ld6t, zu dessen Beweise man ihn hier anwenden will. Denn wenn M irgend eine
zwischen frund f (z+A z), liegende Grole bedeutet; so ist die Behauptung, daR es irgend
einen zwischen 0 und +1 liegenden Werth von n gebe, fir welchen f (:7:+n A m) =M ist,
nur ein besonderer Fall von der allgemeinen Wahrheit, dall, fz<ez, und
flz+Az)>p(z+Azx), ist, es irgend einen mittleren Werth z+n A z geben miisse, fiir
welchen f(z+nAz)=¢(z+n Az) ist. Aus dieser allgemeinen Wahrheit nahmlich
ergibt sich jene erstere Behauptung in dem besondern Falle, wo die Function ¢ in eine
constante GroRe M tibergehet.

b. Aber gesetzt auch, man konnte diesen Satz auf einem andern Wege darthun:
doch wiirde der Beweis, den wir priifen, noch einen andern Fehler haben. Daraus ndhmlich,
daR fo>pa, und fB< B, wiirde nur folgen, dak wenn v irgend ein zwischen « und 8
liegender Werth ist, bei welchem ¢u>pa aber <pg ist; so werde fz bevor es aus fo zu
fB tibergeht, d. h. bey irgend einem z, das zwischen o und 3 liegt, ebenfalls = pu. Ob aber
dieses bey eben demselben Werthe von z, der =u ist, geschehe; d. h. (weil u jeden
beliebigen Werth zwischen o und 8 bedeuten kann, der pu>pa und <@g macht) ob es
irgend einen zwischen a und B liegenden Werth von gz gibt, bey welchem beyde
Functionen fz und @z einander gleich werden: das wiirde noch immer nicht folgen.

c. Das Tauschende des ganzen Beweises beruhet iiberhaupt nur auf der
Einmengung des Begriffes der Zeit. Denn wenn man diesen weglaft, so zeigt sich alsbald,
daB der Beweis nichts anders, als eine Wiederholung des zu beweisenden Satzes selbst mit
andern Worten ist. Denn sagen, dafl die Function fz, bevor sie aus ihrem Zustande des
Kleinerseyns in den des GroRerseyns tibergeht, erst durch den des Gleichseyns mit ¢z
hindurch gehen miisse; heillt ohne Zeitbegriffe sagen, daf unter den Werthen, die fz
annimmt, wenn man fiir z jeden beliebigen Werth zwischen o und 8 setzt, auch einer sey,
der fx >z macht; was der zu beweisende Satz selbst ist.

ITII. Andere beweisen unsern Satz, indem sie folgenden, entweder ganz ohne
Beweis, oder doch nur gestiitzt auf einige aus der Geometrie entlehnte Beyspiele, zum
Grunde legen: "Jede verdnderliche Gr6Re kann ans einem bejahten Zustande im einen
verneinten nur durch den Zustand des Nullseyns oder den der Unendlichkeit iibergehen." —
Da nun das Resultat einer Gleichung bey keinem endlichen Werthe der Wurzel unendlich
groR werden kann: so muR, wie sie schlieBen, jener Ubergang hier durch Null geschehen.

a. Wenn man in obigem Satze die uneigentliche Vorstellung eines Uberganges, die
den Begriff einer Verdnderung in Zeit und Raum enthélt, absondern will; wodurch von
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selbst auch schon der ungereimte Ausdruck eines Zustandes des Nichtvorhandenseyns
wegfillt: so bekommt man am Ende folgenden Satz: "Wenn eine verdnderliche GroRe, die
von einer andern z abhéngig ist, fiir £ = « bejaht, fiir z = 38, verneint befunden wird: so gibt
es jedesmahl einen zwischen o und B gelegenen Werth von z, fiir den sie Null, oder aber
einen, fir den sie unendlich wird. Und nun bemerkt gewill ein Jeder, dall eine so
zusammengesetzte Behauptung keine Grundwahrheit sey, sondern bewiesen werden miisse;
daR aber ihr Beweis kaum leichter seyn diirfte, als der des Satzes selbst, zu dessen Behufe
man sie aufstellen will.

b. Ja bey genauerer Betrachtung zeigt sich, daR sie im Grunde sogar identisch mit
ihm sey. Denn es ist nicht zu vergessen, dall diese Behauptung eigentlich nur dann erst
wahr ist, wenn sie von blof§ stetig verdnderlichen Grofen verstanden wird. So hat z. B. die
Function z++(1—2|(2— ) fiir z=+2 wohl allerdings einen bejahten, fiir z=—1 einen
verneinten Werth; dennoch, weil sie sich innerhalb dieser Grenzen nicht nach dem Gesetze
der Stetigkeit dndert: so gibt es auch keinen innerhalb +2 und — 1 liegenden Werth von z,
fiir welchen sie Null oder unendlich wiirde. Schréankt man aber die Behauptung auf blof
stetig verdnderliche GroRBen ein; so mull man auch diejenigen Functionen, die fiir einen
gewissen Werth ihrer Wurzel unendlich werden, ausschliefen. Denn eine solche Function,
wie a/(b—z), ist eigentlich nicht fiir alle Werthe von z, sondern nur fiir alle, die > oder <
b sind, stetig veranderlich. Denn fiir den Werth =5 erhélt sie gar keinen bestimmten
Werth, sondern wird das, was man unendlich groff nennt. Also kann man auch nicht sagen,
dall die Werthe, die sie fiir £ = b+ w annimmt, die alle bestimmt sind, dem Werthe, den sie
fiir z = b erhdlt, so nahe kommen kénnen, als man nur immer will. Und diel§ gehort doch zu
dem Begriffe der Stetigkeit (II. a). Setzt man nun zu der obigen Behauptung den Begriff der
Stetigkeit noch hinzu und 148t dagegen den Fall des Unendlichwerdens hinweg: so geht sie
wortlich in den Satz, der erst bewiesen werden sollte, iiber; ndhmlich, daf jede stetig
verinderliche Function von z, welche fiir =« bejaht, fiir =78 verneint ist, fiir irgend
einen zwischen « und S liegenden Werth zu Null werden miisse.

IV. Irgendwo liest man folgenden SchluB: "Weil fz fiir £ =« bejaht, fir =2
verneint ist: so mufl es zwischen o und 8 zwey Grofen a und b geben, bey denen der
Ubergang aus den bejahten Werthen der fz in die verneinten geschieht; so zwar, dal
zwischen g und b kein Werth von ¢ mehr fillt, fiir den fz noch bejaht oder verneint wére."
U. s. w. Dieser Irrthum bedarf kaum einer Widerlegung und wiirde hier gar nicht angefiihrt
werden, wenn er nicht zum Beweise diente, wie undeutlich noch die Begriffe mancher
selbst angesehener Mathematiker {iber diesen Gegenstand sind. Es ist doch bekannt genug,
dall es zwischen je zwey einander auch noch so nahe stehenden Werthen einer unabhangig
verdnderlichen GroRe, dergleichen die Wurzel z einer Function ist, immer noch unendlich
viele mittlere Werthe gebe; und eben so, dall eine jede stetige Function kein letztes z, das
sie bejaht, und kein erstes z, das sie verneint macht, also kein solches a und b, wie hier
beschrieben wird, besitze!

V. Das Miflingen dieser Versuche, den Satz, von dem wir handeln, unmittelbar zu
beweisen, leitete auf den Gedanken, ihn aus dem zweyten Satze, dessen wir anfangs
erwdhnt, ndhmlich aus dem von der Zerlegbarkeit jeder Function in gewisse Factoren
abzuleiten. Es ist auch kein Zweifel, dal, wenn dieser zugegeben wird, jener aus ihm
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geschlossen werden konne. Aber der Umstand ist nur, dalf eine solche Herleitung desselben
keine echt wissenschaftliche Begriindung heissen konnte, indem der zweyte Satz offenbar
eine viel zusammengesetztere Wahrheit ausspricht, als unser gegenwaértiger; daher sich
jener wohl auf diesen, nicht aber umgekehrt dieser auf jenen griinden kann. Wirklich ist es
auch noch Niemand gelungen, jenen ohne Voraussetzung von diesem zu beweisen.
Betreffend die Beweise, deren Unstatthaftig-keit schon Hr. GauR in seiner Abhandlung vom
Jahre 1799 gezeigt hat; so ist es eben darum, weil sie bereits als unstatthaft erwiesen
worden sind, nicht nothig, zu untersuchen, ob sie auf unsern Satz sich griinden oder nicht.
Der Beweis des Herrn La Place® hat gleichfalls seine Fehler, die wir jedoch schon darum
hier nicht auseinander zu setzen brauchen, weil derselbe ausdriicklich auf unsern
gegenwdrtigen Satz gegriindet ist. Und eben so brauchen wir auch auf den zuerst
erschienenen Beweis des Hrn. Gaull keine Riicksicht zu nehmen, weil dieser sich auf
geometrische Betrachtungen stiitzet. Inzwischen wire es leicht darzuthun, da8 auch in ihm
unser Satz stillschweigend angenommen wird, indem die geometrischen Betrachtungen, die
in ihm angestelit werden, ganz jenen &hnlich sind, deren wir n°. I. erwdhnet. — Alles
kommt also nur noch auf des Herrn GauRl Demonstratio nova altera und tertia an. Jene
beruft sich auf unsern Satz ausdriicklich; indem sie S. 30 voraussetzt: aequationem ordinis
imparis certo solubilem esse; eine Behauptung, die bekanntlich nichts anders, als eine
leichte Folgerung aus unserm Satze ist. Nicht so offenbar ist es bey der Demonstratio nova
tertia daR sie von unserm Satze abhdngt. Sie griindet sich unter Anderm auf folgenden
Lehrsatz: Wenn eine Function fiir alle Werthe ihrer verdanderlichen GroRe z, die zwischen
o und B liegen, stets positiv verbleibt; Nun findet man zwar in dem Beweise, den uns La
Grange® fiir diesen Lehrsatz geliefert, keine ausdriickliche Berufung auf den unsrigen.
Allein dieser La Grangesche Beweis hat auch noch eine Liicke. Er fordert ndhmlich, die
GroRe i so klein zu nehmen, dafs

(flz+i)—fa)li—f'a<(f'a+f (z+i)+f (x+20)+..+f " (z+(n—1)i))/n

werde, wobey das Product 7 ®* m einer gegebenen GroRe gleich bleiben soll, und die
bekannte Bezeichnung f 'z die erste abgeleitete Function von fz vorstellt. Hier entsteht
nun die Frage, ob die Erfiillung dieser Forderung auch mdglich sey? Je kleiner man ¢
nimmt, um den Unterschied (f (z+4) — fz)/i— f' = zu vermindern, desto groRer muf man
auch n, den Divisor in dem Ausdrucke rechter Hand annehmen, wenn ¢ ® n stets der
gegebenen Grole gleich bleiben soll. Nun vermehret sich zwar auch die Menge der Glieder
in dem Zéahler: ob aber diese Vermehrung den Zahler neben dem Verhéltnisse, wie der
Nenner wachst, vergroBere, ob sich der Werth des ganzen Bruches durch die Verminderung
von i, nicht vielleicht eben so stark oder noch starker vermindere, als der Ausdruck

(f (z+i)—fe)li- ',

3 In dem Journal de I’école normale, oder auch in des la Croix Traité du calcul diff. et int. T. 1. n°. 162, 163.
3 Lecons sur le calcul des fonctions. Paris, 1806. Nouvelle ed., Let. 9, p. 89.
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das ist noch zu erweisen. Soll diese Liicke nun ausgefiillt werden; so wird dief wohl nur
durch Berufung auf unsern gegenwartigen Satz geschehen konnen; da wir uns schon bey
dem Beweise eines mit diesem La Grangeschen verwandten, obgleich viel einfacheren
Lehrsatzes®® auf ihn beziehen mufSten.

So mangelhaft also sind alle bisherigen Beweise des Satzes, der auf dem Titel
dieser Abhandlung genannt ist. Derjenige nun, den ich hier der Beurtheilung der Gelehrten
vorlege, enthdlt, wie ich mir schmeichle, nicht eine blofe Gewilmachung, sondern die
objective Begriindung der zu beweisenden Wahrheit; d. h. er ist echt wissenschaftlich.

Folgendes ist eine kurze Ubersicht des Ganges, den er nimmt.

Die zu beweisende Wahrheit, daf zwischen den zwey Werthen o und 3, die ein
entgegengesetztes Resultat gewahren, jederzeit wenigstens eine reelle Wurzel liege, beruhet
offenbar auf jener allgemeineren, daB, wenn zwey stetige Functionen von z, fr und ¢z,
daR fiir = o, fa<pa , fiir £ =B, f8> B, ausfillt, allemahl irgend ein zwischen a und 8
liegender Werth von z vorhanden seyn miisse, fiir welchen fz =gz wird. Allein wenn
fa<pa ist; so ist vermoge des Gesetzes der Stetigkeit auch noch f (o +i)<¢ (a +i), wenn
man nur 4 klein genug annimmt. Die Eigenschaft des Kleinerseyns also kdmmt der
Function von i, die der Ausdruck f (o +4) darstellt, fiir alle Werthe von 5 zu, die kleiner
sind, als ein gewisser. Gleichwohl kommt diese Eigenschaft ihr nicht, fiir alle Werthe von 4
ohne Einschriankung zu; nahmentlieh nicht fiir ein ¢, daB = §—«a wire; indem f8 schon
> ist. Nun gilt der Lehrsatz, da8 so oft eine gewisse Eigenschaft M allen Werthen einer
verdnderlichen GroRe 4, die kleiner als ein gegebener sind, und doch nicht allen iiberhaupt
zukommt: so gibt es jederzeit irgend einen groften Werth u, von dem behauptet werden
kann, dal alle 4, die <u sind, die Eigenschaft M besitzen. Fiir diesen Werth von ¢ selbst
kann nun f (o +u) nicht <y (a+u) seyn; weil sonst nach dem Gesetze der Stetigkeit auch
noch f(a+u+w)<p(a+u+w) wire, wenn man w nur klein genug annihme. Und
folglich wére es nicht wahr, dal « der grofte von den Werthen ist, von welchen die
Behauptung gilt, daR alle unter ihm stehende Werthe von 3, f(a +i)<¢ (a+4) machen;
sondern u +w wire ein noch groBerer Werth, von dem dasselbe gilt. Noch weniger aber
kann f (o +u)>¢ (a+u) seyn; indem sonst auch f (a+u— w)> ¢ (a+u—w) seyn miikte,
wenn man w klein genug nimmt; und folglich wére es nicht wahr, daR fiir alle Werthe von
i, die <i sind, f (a+i)<g (a+i) sey. So muB denn also f (a+u )= (a+u) seyn; d. h. es
gibt einen zwischen o und B liegenden Werth von z, ndhmlich a+w, fiir welchen die
Functionen fx und oz einander gleich werden. Es handelt sich nur noch um den Beweis des
erwdhnten Lehrsatzes. Diesen erweisen wir nun, indem wir zeigen, daf8 jene Werthe von 3,
von welchen behauptet werden kann, daf alle kleineren die Eigenschaft M besitzen, und
jene, von denen sich die nicht mehr behaupten ldlt, einander so nahe gebracht warden

36 Nahmlich des Satzes 8§ 29 in der Abhandlung: der binomische Lehrsatz u. s. w.

% Doch erwarte man nicht, daf ich hier etwa schon alle Regeln befolge, die in den Beytriigen zu einer
begriindeteren u. s. w. (II. A.bth.) fiir die Construction eines echt wissenschaftlichen Vortrags von mir selbst
aufgestellt worden sind. Denn bin ich gleich von der Richtigkeit dieser Regeln noch immer vollkommen
iiberzeuget; so ist doch eine genaue Befolgung derselben nur dort allein moglich, wo man den Vortrag einer
Wissenschaft von ihren ersten Satzen und Begriffen anfangt; nicht aber dort, wo man nur einige Lehren derselben,
herausgehoben aus dem Zusammenhange des Ganzen abhandelt; wie dieses hier geschieht. Diese Bemerkung ist
denn, wie sich von selbst versteht, auch auf die Abhandlung tiber den binomischen Lehrsatz zu beziehen.
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konnen, als man nur immer will; woraus sich fiir Jeden, der einen richtigen Begriff von
GroRe hat, ergibt, daB der Gedanke eines i, welches das grofSte derjenigen ist, von denen
gesagt warden mag, dal alle unter ihm stehende die Eigenschaft M besitzen, der Gedanke
einer reellen d. h.wirklichen GréRe sei.

Bevor ich noch diese Vorrede schliefe, mégen mir ein Gestandniff und eine Bitte
erlaubt seyn, welche sich nicht blof auf diese gegenwdrtige, sondern auf meine
sammtlichen, auch, so Gott will, kiinftigen Schriften beziehen. Schon aus dem Wenigen, so
bisher erschienen ist, vornehmlich aber aus jenem Grundrisse einer neuen Logik, den die
erste Lieferung der Beytrdge zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik in ihrer
zweyten Abtheilung unter der Uberschrift: {iber die mathematische Methode, liefert, konnte
ein aufmerksamer Leser entnehmen, daf ich gewisse Ansichten hege, die, werden sie
anders nicht als durchaus unrichtig befunden werden, eine ganzliche Umstaltung aller rein
apriorischen Wissenschaften zur Folge haben miissen. Den grofSten und wichtigsten Theil
dieser Ansichten habe ich bereits durch eine so lange Zeit und mit so vieler Unbefangenheit
gepriifet; dall es wohl nicht mehr zu friihe ist, wenn ich jetzt etwas lauter davon zu sprechen
wage. Es konnen aber Ansichten, welche das ganze Gebiet einer oder mehrerer
Wissenschaften umfassen, auf eine doppelte Art bekannt gemacht werden; indem man sie
entweder auf einmahl und im Zusammenhange, oder auch theilweise und in einzelnen
Abhandlungen vortrdgt. Die erste Art ist bisher bey weitem die gewo6hnlichste gewesen;
und ohne Zweifel auch der Weg, den jeder einschlagen muf, dem es nur darum zu thun ist,
um in der kiirzesten Zeit zu groBem Ansehen bei dem gelehrten Theile seiner Zeitgenossen
zu gelangen. Fiir die Vervollkommnung der Wissenschaften aber dducht mir die zweyte
Verfahrungsart viel zutréglicher zu seyn; und zwar aus folgenden Griinden:

Erstlich, weil der Entdecker der neuen Ansichten auf diese Art viel weniger Gefahr
lauft, sich zu tibereilen; indem der theilweise Vortrag seiner Meinungen ihm gestattet, seine
Erkldrung iiber Puncte, woriiber er anfangs noch selbst im Zweifel steht, auf eine spétere
Zeit zu verschieben; aus den Beurtheilungen aber, die das schon Vorgetragene erfahrt, zu
lernen, und manches unrichtig Gegebene noch zu berichtigen.

Zweytens 1aRt sich bey einer solchen bloR theilweise vor sich gehenden Entfaltung
seiner Ansichten auch eine weit strengere Priifung derselben von Seite der Leser erwarten.
Denn wer mit einem schon vollendeten Systeme auftritt, bietet der Aufmerksamkeit unseres
Geistes auf einmahl eine zu groffe Anzahl neuer Behauptungen dar, als dall zu hoffen wére,
wir werden jede derselben mit eben der Genauigkeit priifen, als wenn sie uns einzeln
vorgelegt worden wére. Wer einen vollstindigen Lehrbegriff liefert, zeigt, oder soll we-
nigstens zeigen, wie auch aus seinen abweichenden Vorder-sitzen sich jene Wahrheiten,
die der gesunde Menschen-verstand mit unldugbarer Sicherheit erkennt, herleiten lassen.
Gerade dieses aber sohnt uns mit jenen Vordersatzen aus, und macht, da wir sie ihm viel
unbedenklicher zugeben werden, als wenn er sie einzeln aufgestellt, und uns in Zweifel
gelassen hitte, ob und in wie fern sie sich mit allem Ubrigen, was fiir uns Wahrheit ist,
vertragen. Endlich ist wohl auch nicht zu ldugnen, daR schon der bloRe Anblick eines
dickleibigen Buches, das ein vollstindiges System dieser oder jener Wissenschaft
verspricht, uns eine Art von Achtung einfl6Re, bevor wir es noch gelesen haben. Entdecken
wir nun beym Lesen selbst einen gewissen Zusammen-hang in den Behauptungen
desselben; hat das Gebdude des menschlichen Wissens, das man uns hier im Grundrisse
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darstellt, eine geféllige Form; ist alles angelegt nach MaR und und Zahl und Symmetrie: so
wird unser Urtheil bestochen; so fangen wir selbst an zu winschen, hier endlich méchte
doch jenes einzig richtige System, das wir so lange schon gesucht, vorhanden seyn! Und
das Ge ingste, was erfolgt, ist, daRl wir uns einbilden, um des bemerkten Zusammenhanges
willen stehe uns hochstens Eines von Beydem frey, entweder das Ganze anzunehmen, oder
das Ganze zu verwerfen; wihrend doch in der That weder das Eine, noch das Andere
geschehen sollte!

DieR ungeféhr waren die Griinde, aus welchen ich schon im Jahre 1804 beschloR,
in keener Wissenschaft je mit der Herausgabe eines vollstdndigen Lehrbuchs anzufangen;
sondern in jeder meine von den gewohnlichen abweichenden Begriffe nur erst in einzelnen
Abhandlungen bekannt zu machen. Und, wenn diese nach vielfaltiger Berichtigung bey
einem Theile des Publicums Beyfall gefunden haben, dann erst soll an die Ausfertigung
ganzer Systeme gedacht werden, wird anders nicht diel letztere Geschaft der Tod Andern
zu iberlassen gebieten.

Ich fing denn meine schriftstellerische Laufbahn mit einer die Mathematik
betreffendenAbhandlung an und trug unter dem Titel: Betrachtungen iiber einige
Gegenstdnde der Elementargeometrie (Prag, bey C. Barth. 1804), nebst mehreren andern
Ansichten, eine neue Theorie der Parallelen vor.* Einige Jahre hierauf faSte ich den
Entschlul§, meine gesammten in das Gebiet der Mathematik gehérigen Ansichten unter dem
Titel: Beytrdge zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik, lieferungsweise
herauszugeben. Allein gleich die erste dieser Lieferungen (Prag, bey C. Widtmann, 1810)
hatte bey aller Wichtigkeit ihres Inhaltes das Ungliick, in einigen gelehrten Zeitschriften gar
nicht, in andern nur sehr oberfldchlich angezeigt und beurtheilt zu werden. Dief néthigte
mich, die Fortsetzung dieser Beytrage auf eine spdtere Zeit zu verschieben, und
mittlerweile erst zu versuchen, ob es mir nicht vielleicht geldnge, mich durch die
Herausgabe einiger Abhandlungen, welche durch ihren Titel geeigneter wdren,
Aufmerksamkeit zu erregen, der gelehrten Welt etwas bekannter zu machen. Zu diesem
Zwecke erschien im J. 1816 der schon vorhin erwdhnte binomische Lehrsatz u. s. w. (Prag,
bey Enders). Zu diesem Zwecke soll, meinem Wunsche nach, auch die gegenwartige
Abhandlung dienen, deren Herausgabe tiberdief noch dadurch néthig wurde, weil ich mich
auf den Satz, den sie beweiset, in jener fritheren schon berufen hatte. Einige andre
Abhandlungen, welche schon gleichfalls druckfertig ausgearbeitet sind, z. B. eine, welche
den Titel fihren soll: Die drey Probleme der Rectification, der Complanation und der
Cubirung, ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahmen des Archimedes,
und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Voraussetzung geldst, erwarten noch ihre
Verleger.

Soll ich nun ferner auf diesem Wege, der mir der zutrdglichste scheint, fortfahren
konnen: so bestehet die einzige Gunst des Publicums, um die ich bitten muB, darin, dal
man diese einzelne Abhandlung ihres geringeren Umfanges wegen nicht iibersehe, sondern
sie vielmehr priife mit aller nur moglichen Strenge, die Resultate dieser Prtifung aber

% Diese Theorie diirfte wenigstens des doppelten Umstandes wegen Aufmerksamkeit verdienen: erstlich, weil sie
die einzige ist, der man doch keinen offenbaren Fehler nachzuweisen vermochte; dann weil der grofte jetzt
lebende Geometer Frankreichs, Legendre, in der zehnten Ausgabe seiner Elémens de Geometrie. Paris. 1813
gewill ganz unabhéngig von mir, auf eben dieselbe Ansicht der Dinge verfallen ist.
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offentlich kund machen wolle, damit, was vielleicht undeutlich gesagt ist, deutlicher
erkldret, was ganz unrichtig ist, widerrufen werde, das Wahre und Richtige aber je eher je
lieber zur allgemeinen Annahme gelange.

1.

Willkiirlicher Satz. Wenn bei einer Reihe von Grofen nicht etwa der besondere
Fall obwaltet, daRl anzufangen von einem gewissen Gliede die folgenden alle, jedes fir sich,
Null sind, wie dieses Letztere z. B. bey der Binomialreihe fiir jeden positiven und ganz
zihligen Exponenten 7, nach dem (n = 1ten) Gliede geschieht: so ist es offenbar, daR der
Werth dieser Reihe, d. h. die GroBe, die durch Summirung ihrer Glieder entsteht, nicht
immer einerley verbleiben konne, wenn man die Menge der Glieder nach Belieben
vermehret. Insonderheit muf sich dieser Werth gewil jedesmahl dndern, wenn man die
Anzahl der Glieder nur um ein einzelnes, welches nicht Null ist, vermehret. Der Werth
einer Reihe ist daher nebst dem Gesetze, welches die Bildung ihrer einzelnen Glieder
bestimmt, auch noch von ihrer Anzahl abhéngig; so da8 derselbe auch bey unverdnderter
Gestalt und GroRe der einzelnen Glieder eine verdnderliche GroRe vorstellt. In dieser
Riicksicht bezeichnen wir eine Function von z, welche aus einer beliebig zu vermehrenden
Reihe von Gliedern bestehet, und deren Werth sonach nebst z auch noch von ihrer
Gliederzahl r abhingig ist, durch F (r) (x), oder F (z). So ist z. B.

A+Bz+Cz’++Rz =F,z;
dagegen
A+Bz+Cz’++Rz ++Sz °=F,..z 2.

1. Zusatz. Die Werthveranderung, d. h. die Zu oder Abnahme des Werthes, die
eine Reihe durch die Vermehrung ihrer Gliederzahl um eine bestimmte Menge, z. B. um
eines, erfahrt, kann nach Beschaffenheit der Umstdnde bald eine bestindige Grofe (wenn
ndhmlich die Glieder der Reihe einander alle gleich sind), bald aber auch eine verédnderliche
seyn; und in diesem Falle bald eine GroRe, die zuweilen wichst zuweilen abnimmt, bald
eine, die bestdndig wachst, bald eine, die bestdndig abnimmt. So ist die Aenderung, welche
die Reihe

1+1+1+1+...

erfahrt, wenn sie um ein Glied vermehret wird, eine bestindige GroRe; die Aenderung,
welehe die Reihe

a+ae+ae’+ae’+...
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durch die Vermehrung um ein Glied erfahrt, eine verdnderliche Grolle, wenn anders nicht
etwa e # 1 ist, wird immer gréRer, wenn e > =+ 1, und immer kleiner, wenn e<= 1.

3

2. Zusatz. Wenn die Werthdnderung (Zu- oder Abnahme), die eine Reihe durch
Vermehrung ihrer Gliedermenge um eine bestimmte Anzahl (z. B. um eines) erleidet,
immer gleich groR verbleibt, oder gar immer groer wird; in beyden Féllen auch noch
einerley Vorzeichen behilt: so ist es einleuchtend, dal der Werth dieser Reihe groRer als
jede gegebene Grole zu warden vermag, wenn man dieselbe weit genug fortsetzen darf.
Denn gesetzt der Zuwachs, den die Reihe durch eine Vermehrung von je n Gliedern erfahrt,
sey = oder > d, und man begehre die Reihe so grof zu machen, dall sie die gegebene
GroBe D iiberschreitet: so nehme man nur eine ganze Zahl r, die = oder > D/d, und
verldngere die Reihe um 7 * n Glieder; so hat dieselbe hiedurch einen Zuwachs erhalten,
der

z(r-dzg-d:D).

ist.
4.

3. Zusatz. Dagegen gibt es auch Reihen, deren Werth, so weit man sie fortsetzen
mag, eine gewisse GroRe nie iiberschreitet. Von dieser Art ist gleich die Reihe:

a—a+a—a+t...,

deren Werth, so weit man sie fortsetzen mag, immer entweder 0 oder a ist, also die Grofe a
nie tiberschreitet.

5.

4. Zusatz. Unter diesen ist besonders merkwiirdig die Classe derjenigen Reihen,
welche die Eigenschaft besitzen, daf die Verdnderung (Zu- oder Abnahme), welche ihr
Werth durch eine auch noch so weit getriebene Fortsetzung ihrer Glieder erleidet, immer
kleiner verbleibt, als eine gewisse Grofe, die wieder selbst so klein, als man nur immer
will, angenommen werden, kann, wenn man die Reihe schon vorher weit genug fortgesetzt
hat. Dal} es dergleichen Reihen gebe, beweiset uns nicht nur das Beyspiel aller derjenigen,
deren Glieder, hinter einem gewissen, alle der Null gleich sind, die also eigentlich iber diel§
Glied hinaus gar keiner Fortsetzung, noch Werthverdnderung mehr fihig sind, wie die
Binomialreihe des §. 1: sondern von dieser Art sind auch alle Reihen, deren Glieder
entweder eben so oder noch stirker abnehmen, als die einer geometrischen Progression.
deren Exponent ein echter Bruch ist. Denn der Werth der geometrischen Reihe
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a(l—er”lJ/(l_e)

1—e

a+ae+ae’ +ae +... ist bekanntlich = .Wird aber diese Reihe noch um

s Glieder verlédngert, so ist der Zuwachs

Wenn nun e< = 1; so verbleibt dieser Zuwachs, wenn man erst r hinldnglich grof§

genommen hat, kleiner als jede gegebene Grofe, wie grol§ auch s hinterher anwachsen mag.
r+1 5|
Denn weil e’ immer <z 1 verbleibt, so ist ae —el ) 1-e "offenbar immer kleiner als
—e
a er+1 2
1—e

werden; indem derjenige Werth, den sie fiir ein ndchst groReres r annimmt, aus dem néchst
vorhergehenden durch die Multiplication mit ¢, einem echten und unverdnderlichen Bruche
entstehet. (S. den binomischen Lehrsatz §. 22.) Es ldt sich also jede geometrische
Progression, deren Exponent ein echter Bruch ist, erst so weit fortsetzen, dall der Zuwachs,
der ihr hierauf durch jede noch fernere Fortsetzung zu Theil werden kann, kleiner als irgend
eine gegebene Grolle verbleiben mufl. Um desto mehr muf8 dieses von einer Reihe gelten,

deren Glieder noch stdrker abnehmen, als die einer fallenden geometrischen Progression.

. Letztere GroRe aber kann durch Vermehrung von r kleiner als jede gegebene

6.

5. Zusatz. Wenn man den Werth, welchen die Summe der ersten
n,n+1,n+2,...,n+r Glieder einer wie § 5 beschaffenen Reihe hat, der Ordnung nach
durch .1z, Foin @, ., Frio T bezeichnet (§. 1.): so stellen die GréRen

F,z,F,z,F,z,,F,z,,F .z,
nun eine neue Reihe vor (die summatorische der vorigen genannt). Diese hat der gemachten
Voraussetzung nach die besondre Eigenschaft, daf der Unterschied, der zwischen ihrem
nten Gliede F'» = und jedem spiteren F,+,Z es sey auch noch so weit von jedem nten
entfernt, kleiner als jede gegebene GroRe bleibt, wenn man erst n groll genug angenommen
hat. Dieser Unterschied ist ndhmlich der Zuwachs, den die urspriingliche Reihe durch eine
Fortsetzung tiber ihr ntes Glied hinaus erfahrt; und dieser Zuwachs soll der Voraussetzung
nach so klein verbleiben konnen, als man nur immer will, wenn man erst n grol genug
angenommen hat.

7.

Lehrsatz. Wenn eine Reihe von Groflen
F,z,F,z,F,z,-,F, z,,F

n+r L
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von der Beschaffenheit ist, daB der Unterschied zwischen ihrem nten Gliede F'. * und
jedem spiteren F'n+,Z, sey dieses von jenem auch noch so weit entfernt, kleiner als jede
gegebene Grofe verbleibt, wenn man n grof genug angenommen hat: so gibt es jedesmahl
eine gewisse bestandige GroRe, und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer
mehr ndhern, und der sie so nahe kommen koénnen, als man nur will, wenn man die Reihe
weit genug fortsetzt.

Beweis. Dafl eine solche Reihe, wie sie der Lehrsatz beschreibt, moglich sey,
erhellet aus § 6. Die Annahme aber, dal eine Grofle X vorhanden sey, der sich die Glieder
dieser Reihe bey immer weiterer. Fortsetzung so sehr, als man nur immer will, ndhern,
enthélt auch gewill nichts Unmogliches, wenn man noch nicht voraussetzt, daf8 diese Grofe
nur eine einzige und unverdnderliche sey.

Denn wenn es eine GroBe, welche sich dndern darf, seyn soll; so wird man sie
freylich jederzeit so annehmen kénnen, daf sie dem Gliede F'» =, welches man eben jetzt
mit ihr vergleicht, recht nahe kommt, ja mit ihm vollig einerley ist. Dall aber die
Voraussetzung auch einer unveranderlichen GroRe, die diese Eigenschaft der Anndherung
an die Glieder unsrer Reihe hat, keine Unmoglichkeit enthalte; folgt daraus, weil es bey
dieser Voraussetzung moglich wird, diese GroRe so genau, als man nur immer will, zu
bestimmen. Denn gesetzt, man wollte X so genau bestimmen, daf der Unterschied
zwischen dem ang nommenen und dem wahren Werthe von X eine auch noch so kleine
gegebene GrofRe d nicht iiberschreitet: so suche man nur in der gegebenen Reihe ein Glied
F',, z von der Beschaffenheit aus, daf jedes folgende ¥+, von ihm um weniger als +d
verschieden sey. Ein solches ¥, £ muRB es nach der Voraussetzung geben. Ich sage nun, der
Werth von F'». T sey von dem wahren Werthe der GroRe X hochstens um +d verschieden.
Denn wenn man bey einerley n, r nach Belieben vergroRert, so mufl der Unterschied X
—F,,,x=*w so klein werden konnen, als man nur immer will. Der Unterschied
F, xz—F,,, = bleibt aber jederzeit, so groR man auch r nehme, <+ d. Also muB auch der
Unterschied

X_Fnz‘:(X_Fn+rml_(an_Fn+r$J

jederzeit <=d (d+w) verbleiben. Da aber derselbe bey einerley n eine bestindige GroRe
ist, w dagegen durch die VergroRerung von r so klein gemacht werden kann, als man nur
immer will: so mu8 X —F,z = oder <+d seyn. Denn wire es groRer und z. B.
== (d+ e) ; so konnte unmoglich das Verhdltnif d+e<d+w, d. h. e <w bestehen, wenn
man w immer mehr verkleinert. Der wahre Werth von X ist also von dem Werthe, den das
Glied F',, = hat, hochstens um d verschieden und 148t sich daher, da man d nach Belieben
klein annehmen kann, so genau, als man nur immer will, bestimmen. Es gibt also eine reelle
Gro6Re, der sich die Glieder der von uns besprochenen Reihe so sehr, als man nur immer
will, ndhern, wenn man sie weit genug fortsetzt. Aber nur eine einzige dergleichen GroRe
gibt es. Denn ndhmen wir an, dal es nebst X noch eine andre bestdndige GroRe Y gibe, der
sich die Glieder der Reihe so sehr, als man nur immer will, indhern, wenn man sie weit
genug fortsetzt: so miiffiten die Unterschiede X — F,,,, z=w,und Y — F,,,, 2= w, so klein
werden konnen, als man nur immer will, wenn man r grof genug warden lieBe. Dasselbe
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miilte also auch von ihrem eigenen Unterschiede, d. h. von X —Y =w—w, gelten;
welches, wenn X und Y bestdndige GroBen seyn sollen, unméglich ist, falls man nicht
X =Y voraussetzt.

8.

Anmerkung. Wenn man den Werth der GroBe X auf die Art, wie es im vorigen §
geschehen, namlich durch irgend eines der Glieder selbst, aus welchem die gegebene Reihe
zusammengesetzt ist, zu bestimmen sucht: so wird man, wenn anders die Glieder dieser
Reihe nicht, anzufangen von einem gewissen, einander alle gleich sind, X niemahls ganz
genau bestimmen. Man hiithe sich aber, hieraus zu schliefen, dal die GréBe X allemahl
irrational seyn miisse. Denn wenn uns z. B. die Reihe

0,1;0,11; 0,111; 0,1111; ...
(welche die summatorische der geometrischen 1/10, 1/100, 1/1000, 1,10000, ...ist)

vorgelegt wére: so wére die GroRe, der sich ihre Glieder so sehr, als man nur immer will,
ndhern, keineswegs irrational, sondern der Bruch 1/9. Daraus ndahmlich, daf eine GroRe
sich auf einem gewissen Wege nicht genau bestimmen 146t, folget noch nicht, daR sie auf
keinem andern véllig bestimmbar, und also irrational sey.

9.

Zusatz. Wenn also irgend eine gegebene Reihe von der Beschaffenheit ist, dal
jedes einzelne ihrer Glieder endlich, die Verdnderung aber, die sie durch eine auch noch so
weit getriebene Fortsetzung erfahrt, kleiner als jede gegebene GroRe ausfillt, sobald man
nur die Anzahl ihrer bisherigen Glieder grof$ genug genommen hat: so gibt es jederzeit eine,
aber auch nur eine bestidndige GroRRe, welcher der Werth dieser Reihe so nahe tritt, als man
nur immer will, wenn man sie weit genug fortsetzt. Denn eine solche Reihe ist von der Art
der § 5 beschriebenen, und folglich bilden die Werthe, welche die Summe ihrer
n,n+1,... Glieder ersteigt, eine Reihe, wie die der §§. 6 und 7; mithin kommt ihnen auch
die §. 7 erwiesene Eigenschaft zu.

10.

Anmerkung. Man glaube ja nicht, da in dem obigen Satze §. 9 die Bedingung,
"daB die Verdnderung (Zu- oder Abnahme), welche die Reihe durch jede Fortsetzung
erfahrt, kleiner als jede gegebene Grofe miisse bleiben kénnen, wenn man sie vorhin schon
weit genug fortgesetzt hat", — tiberfliissig sey; und daf der Satz vielleicht mit einer
groBeren Allgemeinheit auch so ausgedriickt werden konnte: "Wenn die Glieder einer
Reihe durch ihre Fortsetzung stets kleiner und so klein zu werden vermogen, als man nur
immer will: so gibt es jedesmahl auch eine bestdndige GroRe, der sich der Werth der Reihe
bey ihrer Fortsetzung so sehr, als man nur immer will, ndhert." Diese Behauptung wiirde
gleich folgendes Beyspiel widerlegen. Die Glieder der Reihe
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12+1/3+1/4+1/5+ ...

koénnen so klein werden, als man nur immer will; und doch ist es eine aus den
Eigenschaften der gleichseitigen Hyperbel bekannte (aber auch aus rein arithmetischen
Betrachtnngen herleitbare) Wahrheit, da dieser Reihe Werth groRer, als jede gegebene
GroBe zu werden vermag, wenn man sie weit genug fortsetzt.

11.

Vorerinnerung. In Untersuchungen der angewandten Mathematik ereignet sich
ofters der Fall, daf man von einer verdanderlichen Grofle z erfihrt, es komme allen ihren
Werthen, die kleiner als ein gewisser u sind, eine bestimmte Eigenschaft M zu; ohne zu
gleicher Zeit zu erfahren, da diese Eigenschaft Werthen, die groBer sind als u, nicht mehr
zukomme. In solchen Fillen kann es vielleicht noch manches u1, das > w ist, geben, von
dem es gleicher Weise wie von ul gilt, daf alle unter ihm stehende Werthe von z die
Eigenschaft M besitzen, ja diese Eigenschaft kann vielleicht allen z ohne Ausnahme
zukommen. Wenn man dagegen nur noch diel Eine erfahrt, daf M nicht allen g tiberhaupt
eigen sey: so wird man aus der Vereinigung von diesen beyden Angaben nun schon
berechtigt seyn zu schlieflen, es gebe eine gewisse Grofle U, welche die grofSte derjenigen
ist, von denen es wahr seyn kann, dal§ alle kleineren z die Eigenschaft MI besitzen. Dieses
beweiset der folgende Lehrsatz.

12.

Lehrsatz. Wenn eine Eigenschaft M nicht allen Werthen einer verdnderlichen
GroRe z, wohl aber allen, die kleiner sind, als ein gewisser u, zukémmt: so gibt es allemahl
eine GroRe U, welche die grofte derjenigen ist, von denen behauptet werden kann, daf alle
kleineren z die Eigenschaft M besitzen.

Beweis. 1. Weil die Eigenschaft M von allen z, die kleiner sind als u, und
gleichwohl nicht von allen iiberhaupt gilt; so gibt es sicher irgend eine Groe V =u+D
(wobey D etwas positives vorstellt), von der sich behaupten 14Rt, dall M nicht allen z, die
<V =wu+d sind, zukomme. Wenn ich daher die Frage aufwerfe, ob M wohl allen z, die
<u+D/2m sind, zukomme? und den Exponenten m der Ordnung nach, erst 0, dann 1,
dann 2, dann 3, u. s. w. bedeuten lasse: so bin ich gewif}, da man die erste meiner Fragen
mir wird verneinen miissen. Denn die Frage, ob M wohl allen z, die <w+D/20 sind,
zukomme, ist einerley mit der, ob M allen z, die < + D sind, zukomme; welches nach der
Voraussetzung zu verneinen ist. Es kommt nur darauf an, ob man mir auch alle folgenden
Fragen, welche entstehen, indem ich m nach und nach immer gré8er ansetze, verneinen
wird. Sollte dieses der Fall seyn; so ist einleuchtend, dal w selbst der grofSte der Werthe ist,
von welchen die Behauptung gilt, da8 alle z, die kleiner als er sind. Die Eigenschaft M
besitzen. Denn gdbe es noch einen groferen z. B. u +d; d. h. gilte die Behauptung, dal§
auch noch alle z, die <u +d sind, die Eigenschaft M haben: so ist doch offenbar, dal wenn
ich m groR genug annehme, u +D/2m einmahl = oder <u +d wird; und folglich miifte,
wenn M allen z, die <u+d sind, zukommt, dasselbe auch allen, die w+D/2m sind,
zukommen; also hétte mir diese Frage nicht verneint, sondern bejahet werden miissen. Es
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ist daher erwiesen, dal8 es in diesem Falle (wo man mir alle obigen Fragen verneint) eine
gewisse GroRe U (ndhmlich u selbst) gebe, welche die grofte derjenigen ist, von denen die
Behauptung gilt, daR alle unter ihr stehende z die Eigenschaft M besitzen.

2. Wird mir dagegen die obige Frage einmahl bejahet, und ist m der bestimmte
Werth des Exponenten, bey dem man sie mir zuerst bejahet (m kann auch 1 bedeuten; aber,
wie wir gesehen, nicht 0): so weil ich nun, da8 die Eigenschaft M allen z, die u+D/2m
sind, aber schon nicht mehr allen, die <w+D/2m—1 sind, zukomme. Der Unterschied
zwischen u+ D/2m —1 und D/2m ist aber = D/2m. Wenn ich daher mit diesem wieder,
wie vorhin mit dem Unterschiede D verfahre; d. h. wenn ich die Frage aufwerfe, ob M
wohl allen z, die <u +D/2m+ D/2m+n sind, zukomme; und hier den Exponenten n erst
0, dann 1, dann 2, u. s. w. bedeuten lasse: so bin ich abermahl gewil, daf man mir
wenigstens die erste dieser Fragen wird verneinen missen. Denn fragen, ob M allen z, die
<u+D/2m+ D/2m+ 0 sind, zukomme, heillt eben D so viel, als fragen, ob M allen z,
die <u+D/2m —1 sind, eigen sey; was man schon vorhin verneinet hatte. Sollte man aber
auch alle meine folgenden Fragen verneinen, so grof8 ich auch n nach und nach mache: so
wiirde, wie vorhin, erhellen, u+ D/2m sey jener grote Werth, oder das U, von welchem
die Behauptung gilt, dal§ alle unter ihm stehende x die Eigenschaft M besitzen.

3. Wird mir dagegen eine dieser Fragen bejahet, und geschieht dieR zuerst bey dem
bestimmten Werthe n: so weill ich nun, da M allen z, die <u+D/2m+ D/2m+n sind,
zukomme, aber schon nicht mehr allen, die <u+D/2m+D/2m+n—1 sind. Der
Unterschied zwischen diesen beyden GroRen ist = D/2m +n; und ich verfahre mit ihm
wieder, wie vorhin mit D/2m. U.s.w. 4. Wenn ich auf diese Art so lange fortfahre, als man
nur immer will; so sieht man, da das Resultat, das ich zuletzt erhalte, eines von Beydem
seyn mul.

a. Entweder ich finde einen Werth von der Form
u+D/[2m+D/2m+n+ D/2m+...+r, der sich mir als der groRte darstellt, von welchem
die Behauptung gilt, daR8 alle unter ihm stehenden x die Eigenschaft M besitzen. Diel§
geschieht in dem Falle, wenn mir die Fragen, ob M allen =z, die
<u+D/2m+D/[2m+n+...+ D/2m+...+r+s, sind, zukomme, fiir jeden Werth von s
verneinet werden.

b. Oder ich finde wenigstens, dal M zwar allen z, die
<u+D/[2m+D/2m+n+D/2m+...+r sind, zukomme, aber schon nicht mehr allen, die
<u+D/2m+D/[2m+n+D/2m+...+r—1, sind. Hiebey steht es mir frey, die Anzahl der
Glieder in diesen beyden Groen durch neue Fragen immer noch gréBer zu machen.

5. Ist nun der erste Fall vorhanden, so ist die Wahrheit des Lehrsatzes bereits

erwiesen. Im  zweyten Falle lasset uns bemerken, daf die GroRe
D, D D
Ut om ¥ Smen ¥ Jmeneo, eine Reihe vorstelle, deren Gliederzahl ich nach Belieben
vermehren kann, und die zur Classe der §. 5 beschriebenen gehoret; weil sie, je nachdem
m,n,..., r entweder alle =1, oder zum Theile noch gréBer sind, entweder eben so, oder
noch starker abnimmt, als eine geometrische Progression, deren Exponent der echte Bruch
1/2 ist. Daraus ergibt sich, daB sie die Eigenschaft des § 9 habe; d. h. daR es eine gewisse
bestdndige GroRRe gebe, der sie so nahe kommen kann, als man nur immer will, wenn man

die Menge ihrer Glieder hinldnglich vermehret. Sey diese Groe U; so behaupte ich, die
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Eigenschaft M gelte von allen z, die <U sind. Denn gélte sie von irgend einem z; das <U
D D D

ist, z. B. von U — § nicht; so miilte die GroBe % +2_m+ e +oe ST weil fiir alle z,

die kleiner als sie sind, die Eigenschaft M Statt finden soll, immer den Abstand d von U

behalten. Denn jedes z, das

:U+2+ D ERRNS D —w

m m+n mi+ntor
2 2

ist, so klein auch w sey, besitzt die Eigenschaft M; dagegen dem  =U — 9 soll sie nicht
zukommen: also mufl

+D_ D D
—0>—+ +eo —w
om | pmen pmneT oder
D . D D
U—-(u+—+ +e > —
(u om * pmen 2m+n+...r) W seyn.

Mithin konnte der Unterschied zwischen U und der Reihe nicht so klein werden,
als man nur immer will; da 6— w nicht so klein werden kann, als man nur immer will,
indem sich ¢ nicht d@ndert, wahrend w kleiner als jede gegebene Gréle zu werden vermag. —
Eben so wenig kann aber M von allen z, die <U + ¢ sind, gelten. Denn weil der Werth der
Reihe

u+2+ D D
m 2m+ﬂ 2m+n+---r—1
dem Werthe der Reihe
u +2+ D + e D
2m 2m+n 2m+n+---r

D
nur immer will, in dem der Unterschied beyder nur W - ist; weil ferner der Werth der

letzteren Reihe der Grofe U so nahe treten kann, als man nur immer will:so kénnen auch
der Werth der ersteren Reihe und U einander so nahe kommen, als man nur will. Also kann

u+2+ D + o D

m 2m+ﬂ 2m+n+---r—1

gewill <U + & werden. Nun aber gilt der Voraussetzung nach M nicht von allen z, die

D + e D

zm“‘" 2m+n+---r—l

<u+2m+
2
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sind; um desto weniger also von allen z, die <U + ¢ sind. Also ist U der grofte Werth, von
welchem die Behauptung gilt, daR alle unter ihm stehende z die Eigenschaft M besitzen.

13.

1. Anmerkung. Vorstehender Lehrsatz ist von der groften Wichtigkeit und wird in
allen Zweigen der Mathematik, in der Analysis sowohl, als in den angewandten Theilen, in
der Geometrie, Chronometrie und Mechanik gebraucht. Statt seiner hatte man sich bisher
nicht selten des falschen Satzes bedient: "Wenn eine Eigenschaft M nicht von allen z, wohl
aber von allen, die kleiner als ein gewisses sind, gilt: so gibt es jederzeit irgend ein groftes
x, welchem die Eigenschaft M zukémmt." DieR, sage ich, ist zu Folge des so eben
Erwiesenen falsch. Denn gibt es irgend eine GroRe U, welche die grofte unter denjenigen
ist, von denen gesagt warden kann, dal§ alle unter ihr stehende z die Eigenschaft M an sich
haben: so gibt es eben darum sicher kein grofites z, dem diese Eigenschaft zukommt, wenn
anders z eine entweder frey oder doch stetig verdnderliche GroBe ist. Denn fiir eine jede
frey oder nach dem Gesetze der Stetigkeit verdnderliche GroRe gibt es bekanntlich nie
einen groften Werth, der kleiner als eine gewisse Grenze U ist; indem, so nahe sie auch
schon an dieser Grenze stehen mag, sie ihr doch immer noch naher gebracht werden kann. —
Man denke sich, um diefl durch ein Beyspiel zu erldutern, eine rechtwinkelige Hyperbel,
und nehme eine ihrer Asymptoten zur Abscissenlinie, und nicht den Mittelpunet ¢, sondern
was immer fiir einen andern Punet g in dieser Asymptote, der die Entfernung D von cc hat,
zum Anfangspuncte der Abscissen an. Erkldren wir nun die Richtung ac fiir die positive der
Abscissen, und die Richtung ab, welche die rechtwinkelige Ordinate des Punctes a hat, fiir
die positive der Ordinaten: so wird von jeder Abscisse z, die kleiner als eine gewisse z. B.
kleiner als D/2 ist, die Eigenschaft gelten, daR ihr eine positive Ordinate entspricht.
Gleichwohl wird diese Eigenschaft (M) nicht von allen positiven Abscissen gelten,
nahmentlich nicht von solchen, die gréer als D sind. Gibt es nun wohl hier eine grofte
Abscisse, einen grofiten Werth von z, welchem die Eigenschaft M zukommt? Keineswegs;
wohl aber gibt es ein U, d. h. eine Abscisse, welche die gréfSte unter denjenigen ist, von
denen gesagt werden kann, dafl alle kleineren als sie positive Ordinaten haben, d. h. die
Eigenschaft M besitzen. Diese Abscisse ndahmlich ist + D.

14.

2. Anmerkung. Es diirfte Jemand vielleicht auf den Gedanken kommen, daf8 der
Beweis des Lehrsatzes § 12 ganz kurz auf folgende Art hitte gefalt werden konnen: "Gébe
es kein groBtes U, von welchem die Behauptung gilt, daB8 alle unter ihm stehende z die
Eigenschaft M besitzen: so wiirde man v immer grofer und groer, und also so groR, als
man nur immer will, nehmen konnen, und folglich miifte M von allen z ohne Ausnahme
gelten. — Allein dieR wdére ein sehr fehlerhafter SchluB, indem er sich auf den
stillschweigend angenommenen Obersatz stitzen wiirde: "dal eine GroRe, die immer groRer
und groRer genommen werden kann, als man sie schon genommen hat, so grof werden
konne, als man nur immer will. Wie falsch dieses sey, beweiset z. B. die bekannte Reihe
172 + 1/4 + 1/8 + ..., deren Werth immer groer und grofer gemacht warden kann, als er
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schon ist, und gleichwohl immer <1 verbleibt! — Wir wiirden eines so leicht einzusehenden
Irrthums gar nicht erwdhnen, wenn es nicht von Zeit zu Zeit geschidhe, daf Mathematiker
sich ihn zu Schuld kommen lassen, wie erst kiirzlich Einer in seiner "vollstandigen Theorie
der Parallelen".

15.

Lehrsatz. Wenn sich zwey Functionen von z, f (z) und ¢ (), entweder fiir alle
Werthe von z, oder doch fiir alle, die zwischen « und f liegen, nach dem Gesetze der
Stetigkeit @ndern, wenn ferner fa<epa, und fA<pp ist: so gibt es jedesmahl einen
gewissen zwischen « und S liegenden Werth von z, fiir welchen fz= oz wird.

Beweis. Wir miissen erinnern, daf8 in diesem Lehrsatze die Werthe der Funetionen
fz und @z bloR ihrer absoluten GréRe nach, d. h. ohne Riicksicht auf ein Vorzeichen, oder
so, als ob sie gar keine des Gegensatzes fahige Grofen waren, mit einander verglichen
werden sollen. Wohl aber kommt es an auf die Bezeichnung, welche & und § haben.

I. Man nehme erstlich an, da « und $ beyde positiv sind, und daB (weil dieses
dann gleichgiiltig ist) S die grolere von beyden, und somit =« +1% sey, wo ¢ eine positive
GroBe anzeigt. Weil nun fo <pa ist; so ist auch, wenn w eine positive GroRle anzeigt, die
so klein werden kann, als man nur immer will, f (a +w)<¢ (a+w). Denn weil sich fz und
o fiir alle z, die zwischen « und f liegen, stetig verdndern sollen; und o+ w zwischen «a
und S liegt, so bald nur w<i genommen wird: so miissen f(a+w)— fa und
¢ (a+w)—¢(a) so klein werden konnen, als man nur will, wenn man w klein genug
nimmt. Es ist daher, wenn auch {2, 2 ' GréBen bedeuten. die sich so klein machen lassen,
als man nur immer will, f (a+w)— fa= 2, und ¢ (a+w)— fa= 2. Daher

¢ (a+tw)—f(atw)=¢a—fa+02'—10.

Allein ¢ (o) — fa gleicht nach der Voraussetzung irgend einer positiven GroRe
von unveranderlichem Werthe A. Also ist

olatw)— flatw)=A+02'— 2,

welches, wenn man {2, £2' klein genug werden lidRt, d. h. wenn man dem w einen sehr
kleinen Werth ertheile, und dann noch um so mehr fiir alle kleineren Werthe, was positiv
bleibt. Also laRt sich von allen w, die kleiner als ein gewisses sind, behaupten, daf8 die zwey
Functionen f(a+w) und ¢ (a+w) in dem Verhiltnisse der kleineren GroBe zu einer
groReren stehen.

Bezeichnen wir diese Eigenschaft der verdanderlichen Grofe w durch M; so kénnen
wir sagen, daf alle w, die kleiner als ein gewisses sind, die Eigenschaft M besitzen. DaRl
aber diese Eigenschaft gleichwohl nicht allen Werthen von w zukomme, nahmentlich nicht
dem Werthe w = i; ist daraus klar, weil f (o +%)= fo nach der Voraussetzung nicht mehr
<, sondern >¢ (a+i)= fo ist. Zufolge des Lehrsatzes § 12 muR es daher eine gewisse
Grole U geben, welche die grofte unter denjenigen ist, von denen sich behaupten 148t, daf
alle w die <U sind, die Eigenschaft M an sich tragen.
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2. Und dieses U muR innerhalb 0 und : liegen. Denn es kann erstlich nicht =4
seyn; indem dieR hieRe, daR jedes f(a+w)<¢ (a+w) sey, so oft nur w <7 ist, es moge
tibrigens dem Werthe 4 auch noch so nahe kommen. Allein ganz auf dieselbe Art, wie wir
so eben erwiesen, daR die Voraussetzung f (a)<¢ () die Folge f (o +i)<¢ (a +i) nach
sich zieht, so bald man nur w klein genug nimmt, 148t sich auch darthun, daf aus der
Voraussetzung f (o +i)>¢ (o +i), die Folge f (a+i—w)>¢p (a+i— w) flieRt, sobald man
nur w klein genug nimmt. Also ist es nicht wahr, daR die zwey Functionen fz und oz fiir
alle Werthe von z, die <a —3 sind, in dem Verhiltnisse der kleineren GréR8e zu einer
groReren stehen. — Noch weniger kann zweytens U > seyn, weil sonst auch 7 einer der
Werthe von w wire, die <U sind, und daher auch f (a +i)>¢ (a +i) seyn miite, was der
Voraussetzung des Lehrsatzes geradezu widerspricht. Also liegt U, da es doch positiv ist,
sicher zwischen 0 und 4, und folglich o'+ U zwischen « und f.

3. Es fragt sich nun, in welchem Verhéltnisse die Functionen fz und oz fiir den
Werth z=a+ U zu einander stehen? Es kann zuvérderst nicht f (a+U)<¢p (a+U) seyn;
denn dieses gibe auch f(a+U+w)<¢(a+U +w), wenn man w klein genug annihme;
und folglich wére o+ U nicht der groSte Werth, von dem behauptet werden kann, daf alle
unter ihm stehende z die Eigenschaft M haben. Eben so wenig kann zweytens
fla+U)>p (a+U) seyn; weil dieR auch f(a+U —w)<¢(a+U —w) gibe, sobald man
w nur klein genug nimmt; und also wére gegen die Voraussetzung die Eigenschaft M nicht
von allen z, die unter o+ U stehen, wahr. Es bleibt den also nichts anderes iibrig, als daf§
fla+U)=¢(a+U) sey; und folglich ist erwiesen, daB es einen zwischen o und §
liegenden Werth von g, niahmlich a+U gibt, fir welchen fx=z wird. II. Derselbe
Beweis ist auch auf den Fall anwendbar, wenn « und /5 beyde negativ sind; sobald man nur
unter w, ¢ und U negative GroRen verstehet; indem a+w,a+i,a+U ,a+U —w dann
gleichfalls GréRen zwischen « und f vorstellen.

III. Ist o =0 und $3 positiv, so nehme man nur auch i ( =), w , U positiv; und ist 3
negativ, auch diese negativ: so wird sich der Beweis 1. wortlich anwenden lassen.

IV. Wenn endlich & und $ von entgegengesetzter Art, und (weil dief gleichgiiltig
ist) z. B. « negativ, und } positiv ist: so sagt die Voraussetzung des Lehrsatzes in Betreff
der Stetigkeit der Funetionen fz und oz, dal diese Stetigkeit sich auf alle Werthe von z
erstrecke, die, wenn sie negativ, <q, und wenn sie positiv, </ sind. Unter diesen ist denn
auch der Werth z =0 begriffen. Man untersuche also das Verhaltnif§, welches fz und ¢z
flir x=0 haben. Ist f 0=¢0, so ist der Lehrsatz schon von selbst erwiesen. Ist aber
f 0> 0; so liegt, weil fa<pa seyn soll, nach III. zwischen 0 und ¢; ist endlich f 0<¢ 0,
zwischen 0 und f ein Werth, fiir welchen fz =@z wird. Also gibt es in jedem Falle einen
zwischen o und g liegenden Werth von z, der fz = px macht.

16.
Anmerkung. Dall es nur einen einzigen Werth von x gebe, der fr = pz macht,
wird hiermit keineswegs behauptet. Wenn nahmlich fa<pa, und f (a+U)=¢ (a+U), so

muR zwar allerdings f (a+U +w)>¢p (a+U +w) seyn; wenn man w klein genug nimmt; d.
h. die Function fz, die vorhin kleiner war, als ¢z, mufl bald darauf, nachdem beyde
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einander gleich geworden sind, grofer als px werden. Allein bey immer groRerer
Vermehrung von w ist es wohl moglich, daf man, bevor o+ U +w noch =f gemacht
worden ist, auf Werthe kommt, die fz abermahls <z geben. In einem solchen Falle mufl
es, wie unmittelbar aus unserm Lehrsatze folgt, nebst U noch zwey andere zwischen « und
3 liegende Werthe von z geben, welche machen. Denn es sey f (a+U+k)<p (a+ U +k);
so muB es, weil vorhin f(a+U +w) schon >y (a+U +w) war, zwischen o+ U +w und
a+U+k, d. h. auch zwischen o und f, einen Werth von z geben, wofiir fz =z ist; und
eben so, weil wieder f(a+i) oder f3> g ist, auch zwischen a+ U +k und B noch ein
Werth von z, der fr =z macht. Auf diese Art erhellet, da die Werthe von z, welche
fz = px machen, iiberhaupt immer nach einer ungeraden Zahl vorhanden seyn miissen.

17.

Lehrsatz. Jede Function von der Form a+b z"+c x"+:---+p x", in welcher
m,n,..., r ganze positive Exponenten bezeichnen, ist fiir alle Werthe von z eine nach
dem Gesetze der Stetigkeit verdnderliche Grole.

Beweis. Denn wenn sich z in z+w verdndert; so ist die Aenderung, welche die
Function erfiahrt, offenbar

=b[(z+w)"—z"|+c[(z+w) —z" ]+ -+ p[(z+w) —z"],

eine GroRe, von der sich leicht darthun 148t, dall sie so klein werden konne, als man nur
immer will, wenn man w klein genug nimmt. Denn zu Folge des binomischen Lehrsatzes.
dessen Giiltigkeit fiir ganze positive Exponenten wir (§. 8 des binom. Lehrs.) unabhingig
von den Untersuchungen, mit denen sich die gegenwirtige Abhandlung beschéftigt,
dargethan haben, ist die Grole:

_ m-—1 _ _
mbz™ +m e ba™ Pw++bw™ !
2
-1 n—1 -2 -1
nezx" +ne cx" TwHtew"
w 2
-1 r—1 -2 -1
rpx’ 4T e 5 pz’ T+ +puw

Die Menge der Glieder, aus welchen der in den Klammern enthaltene Factor
bestehet, ist, wie man weil}, immer nur endlich, und von dem Werthe der Gréflen z und w
unabhédngig; und da diese iiberall nur in positiver Potenz erscheinen; so ist der Werth jedes
einzelnen Gliedes, folglich auch des ganzen Ausdruckes fiir jeden Werth von z und w,
(auch fiir z =0), immer nur endlich. Wird aber bey einerley z, w verkleinert; so nehmen die
Glieder, in denen w vorkémmt, ab, wéhrend die iibrigen ungedndert bleiben. Bezeichnen
wir also durch S die GroRe, die herauskommt, wenn man die Werthe, die alle einzelnen
Glieder des Ausdruckes fiir ein bestimmtes w, z. B. fiir w; annehmen, so zu einander addirt,
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als ob sie alle einerley Vorzeichen hétten: so ist der wirkliche Werth, den dieser Ausdruck
fiir eben dasselbe w; hat, gewill nicht >§S, derjenige aber, den er fiir jedes kleinere w
annimmt, sicher <S. Verlangt man daher, dal die Verdnderung, welche die Function
a+bx"+c z"+:--+p 2 erfdhrt, <D ausfalle; so nehme man nur ein w, das zugleich <w,,
und auch <D/S ist: so wird w * S, und um so mehr das Product aus w in eine GroRe, die
< S ist, <D seyn miissen.

18.

Lehrsatz. Wenn eine Function von der Form
n n—1 n—2
x +tax +bzx “--+px+g

in welcher n eine ganze positive Zahl bedeutet, fiir z = « einen positiven, fiir z = = aber
einen negativen Werth annimmt; so hat die Gleichung

_1+bwn—2“'+p$+q:0

z'+az"
wenigstens eine reelle Wurzel, die zwischen o und S liegt.

Beweis. 1. Wenn « und S beyde einerley Vorzeichen haben (beyde entweder
positiv oder negativ sind); so ist es klar, dal§ eben dieselben Glieder der Function, welche
flir £=qa positiv oder negativ werden, dief Zeichen auch fir x=/4 , und fiir die
sammtlichen Werthe von z, die zwischen « und g liegen, behalten. Wird nun der Werth
der Function fiir = « positiv, fiir z = aber negativ; so kann dieR nur daher rithren, weil
die Summe der positiven Glieder in ihr fiir z = « groer, fiir z = S aber kleiner, als die der
negativen ausfillt. Aber die Summe jener sowohl als dieser ist von der Form

r

atbz"+ca"+-+px

des §. 17, d. h. eine stetige Function. Bezeichnen wir also die eine durch ¢z, die andere
durch fz; so muf§ es, weil fa<pa und fB>p ist, nach §. 15 irgend einen zwischen «
und S gelegenen Werth von z geben, fiir welchen fr =z wird. Fiir diesen Werth wird
aber fxr— gz, d. h. die gegebene Function zu Null; also ist dieser Werth eine Wurzel der
Gleichung

"+az" '+bz" P +pr+qg=0.

2. Sind aber o und S entgegengesetzt; so betrachte man den Werth, den die
gegebene Function fiir = 0annimmt. Ist dieser Null; so ist von selbst erwiesen, dal§ die
erwdhnte Gleichung eine reelle, zwischen a und g liegende Wurzel habe; ndhmlich z =0.
Ist aber dieser Werth (die Grofle g) positiv; so weill man jetzt, dall die gegebene Function
fiir z=0 positiv, fiir x=04 aber negativ werde; und weil dieselben Glieder, welche fiir
x = f3 positiv oder negativ werden, diell Zeichen auch fiir alle zwischen 0 und f liegende
Werthe von z behalten: so kann man ganz durch dieselben Schliisse, wie in n°. 1 beweisen,
daB zwischen 0 und S ein Werth von z liegen miisse, welcher die Function zu Null macht.
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Ist endlich ¢ negativ; so gilt dasselbe, was wir so eben gesagt, wenn man nur « statt f setzt.
Da nun ein zwischen 0 und g oder ein zwischen 0 und « liegender Werth auch zwischen «
und S liegt, wenn beyde entgegengesetzt sind; so ist die Wahrheit unsers Lehrsatzes fiir
jeden Fall erwiesen.
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