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Resumo

No presente artigo, realizamos uma exposi¢io do artigo “Uber eine Eigenschaft des Inbegrif-
fes aller reellen algebraischen Zahlen”, de Cantor (1874). Para tanto, buscamos nos manter
fiéis ao desenvolvimento realizado por Cantor, a0 mesmo tempo em que atualizamos a ter-
minologia e incluimos exemplos, com o objetivo de simplificar a compreensdo do argumento
pelo leitor contemporaneo.
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[INFINITY AND ENUMERABILITY: A PRESENTATION OF CANTOR’S
INAUGURAL WORK]

Abstract

In the present article we expose the article “Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen”, by Cantor (1874). We have attempted to keep Cantor’s developments
while using current language and including examples, aiming at making the argument clearer
to the contemporary reader.
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1. Introducao

Na matemadtica contemporanea, ¢ amplamente aceito que ha diferentes tipos de infinito. Ha
o infinito enumeravel, representado pelos conjuntos N, Z e Q, e o infinito ndo enumeravel,
representado por R. Por exemplo, em teoria da medida, considerando a o-dlgebra de Borel,
construida sobre R e a medida de Lebesgue, qualquer subconjunto enumeravel de R possui
medida nula (ROYDEN, 1988, cap. 3).

Muito do nosso conhecimento sobre o infinito se deve ao trabalho de Georg Can-
tor. Possivelmente, o chamado argumento diagonal de Cantor, apresentado em CANTOR
(1854-1918), 1891 seja a demonstragdo mais conhecida de que R nédo € enumerdvel, devido
a simplicidade da demonstracdo. Entretanto, conforme mencionado pelo préprio Cantor no
artigo em questdo, possivelmente a primeira demonstra¢ao da ndo enumerabilidade de R seja
aquela apresentada no artigo cujo titulo pode ser traduzido como “Sobre uma propriedade da
classe de todos os nimeros reais algébricos” (CANTOR, 1874).

Nosso objetivo no presente texto € o de apresentar as ideias presentes na primeira
demonstragdo publicada por Cantor quanto a ndo enumerabilidade de R. Para tanto, pro-
curamos apresentar os argumentos de maneira mais préxima a notacdo matematica contem-
poranea, acrescentando exemplos para ilustrar as ideias apresentadas e justificando algumas
passagens que, para Cantor, ndo demandavam maiores explicacdes, mas que talvez requeiram
um grau maior de esforco por parte do leitor contemporaneo.

2. Apresentacio

Em termos da organizacdo do artigo, Cantor apresenta uma sessdo introdutdria na qual ele
se utiliza da nocdo de nimero real algébrico e apresenta as ideias que serdo demonstradas
a seguir. Na sessdo §1, Cantor demonstra que a colecdo dos nimeros reais algébricos é
enumeravel. Na sessdo §2, é apresentada uma demonstracdo de que qualquer intervalo aberto
em R ndo pode ser enumerado. Para tanto, buscamos seguir a sequéncia apresentada por
Cantor, complementando conforme julgamos relevante.

Vale mencionar que algumas expressdes (como enumerdvel) e simbolos (como R)
ainda ndo haviam sido criados e/ou ndo sao utilizados por Cantor. Entretanto, por se tratar
de uma apresentacdo para o leitor contemporaneo, fizemos uso eventual de tais expressdes e
simbolos.
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2.1 Numeros reais algébricos

O artigo se inicia com a defini¢do de nimero real algébrico, que serd muito utilizada posteri-
ormente.

Definicao 2.1 Um nimero real algébrico é uma solugdo de uma equagdo polinomial da
forma'

-1
aown+a1wn +---+a, =0 ) (1)
em que os coeficientes ag, a1, ..., Gy SO NUMEroOS iNteiros.

Os nidmeros reais algébricos incluem os nimeros racionais, bem como diversos nu-
meros irracionais.

Exemplo 2.2 Os itens abaixo constituem uma lista (ndo exaustiva) de nimeros reais algébri-
Cos.

(a) Qualquer nimero racional. De fato, se ¢ € um nimero racional, entdo existem nimeros
inteiros a, b tais que ¢ = ¢. Neste caso, g € a solugdo de bw —a = 0. Uma vez que todo
nimero racional € um ndmero real algébrico, a classe dos nimeros reais algébricos é
densa em R, ou seja, qualquer vizinhanga de qualquer ponto na reta possui nimeros
reais algébricos.

(b) Raizes quadradas de ndimeros naturais. De fato, se @ ¢ um ndmero natural, entdo ++/a
sdo as raizes da equagdo w? — a = 0. De modo andlogo, considerando as raizes de
bw? — a = 0, temos as raizes quadradas de niimeros racionais positivos.

(¢) Raizes n-ésimas de nimeros naturais. De modo andlogo ao caso anterior, bastando
considerar a equacdo w™ —a = 0.

Observe que um mesmo numero algébrico pode ser solucdo de diversas equacdes
polinomiais da forma (1). Por exemplo, o nimero 3 € solucdo de cada uma das equacdes a
seguir.

w—3=0 —w+3=0
2w—6=0 w2 —4dw+3=0

Com o objetivo de poder associar cada nimero real algébrico a uma tnica equacao
da forma (1), Cantor impde as seguintes restricdes sobre a constru¢do de equacdes algébricas.

1. n > 0. Deste modo, vamos considerar somente equacdes nas quais efetivamente haja
uma incégnita w.

Mantivemos o uso de w como incégnita da equagdo, conforme o artigo de Cantor.
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2. agp > 0. Nao queremos ay = 0, pois neste caso o grau do polindmio em questdo
serian — 1 em vez de n. Além disso, observe que ambas as equagdes abaixo possuem
exatamente as mesmas solucdes.

-1
apw” +aw"" 4+ +a, =0,

1

—agw" —awWw" T — - —a, =0 .

Assim, a restri¢do de que ag > 0 corresponde a escolher somente uma das equagdes
de cada par como os apresentados acima. Com isso, nenhum ntiimero real algébrico se
perde. Observe que, como ay € inteiro, ag > 0 implica ag > 1.

3. Os coeficientes ag, a1, ..., a, ndo tém fatores comuns. Isto é equivalente a afirmar que
os coeficientes tém maximo divisor comum igual a 1, ou que sdo primos entre si, ou
ainda que ndo sdo todos divisiveis por um mesmo nimero inteiro maior que 1. Isto
ndo exclui a possibilidade de que mais de um coeficiente de (1) seja igual a 1. Em vez
disso, o que ndo se admite sdo equagdes tais como

2w —8w+6=0,

pois todos os coeficientes sdo miltiplos de 2. Assim, ao dividir esta equagdo por 2,
temos

w—4dw+3=0,

que possui exatamente as mesmas solucdes da equagao anterior.

4. Aequagdo é irredutivel. Isto significa que o polindmio da equagdo ndo pode ser descrito
como produto de outros polindmios (de menor grau) com coeficientes inteiros. Assim,
por exemplo, ndo se deve considerar a equagdo

wr—1=0,
pois
W-l=(w-1Dw+1) .

Deste modo, um nimero real algébrico que seja solugdo de uma dada equagdo ndo
podera ser solucao de outra equacgdo de grau superior.

Observe ainda que, para que a equacdo (1) seja irredutivel, € uma condi¢do necessaria,
mas nio suficiente, que o coeficiente a,, seja diferente de 0 (zero) quando a equacio é
diferente de w = 0. Necessaria, pois a,, € o termo independente. Assim, se a,, = 0, é

possivel colocar w em evidéncia na equagio?.

O objetivo das restricdes acima € o de garantir que cada niimero real algébrico
serd solucdo de uma, e somente uma equacdo da forma (1). Observe que, de acordo com

Por exemplo, a equagio w? + w = 0 pode ser reescrita como w(w + 1) = 0, justamente por nio haver termo
independente.
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o Exemplo, todos os nimeros racionais sao solu¢des de equacdes polinomiais de grau 1 com
coeficientes inteiros. Portanto, com as restricdes acima, equagdes polinomiais de grau maior
que 1 devem ter somente raizes irracionais.

Com a definicéo e as restri¢des acima apresentadas, ao final da sec¢do introdutdria
Cantor afirma que, dado um nimero real algébrico, a equacdo (1) satisfeita por aquele nimero
estd bem definida. Assim, Cantor dispde das ferramentas necessdrias para demonstrar que é
possivel colocar a classe dos ndmeros reais algébricos, denotada por (w), em correspondéncia
biunivoca com a classe dos nimeros inteiros positivos, denotada por (v).> Como Cantor
afirma, a existéncia de uma tal correspondéncia € surpreendente, uma vez que os nimeros
reais algébricos sio densos em R.*

Assim, Cantor esclarece o que serd apresentado na sequéncia do artigo. Na se¢do
§1, serd construida a correspondéncia entre (w) e (v). Na se¢@o §2, Cantor passard & demons-
tracdo de que, dados qualquer sequéncia da forma

W1, W, eevy Wyy oo 2)

com elementos distintos, e qualquer intervalo aberto («, /3), é possivel encontrar nimeros 7
do intervalo que ndo pertengam a sequéncia (2). Assim, como diz Cantor, hd uma diferenca
clara entre o continuo (R) e (w). Serd demonstrada, pela primeira vez, que os nimeros reais
ndo sdo enumeraveis.

2.2 A classe (w) dos niimeros reais algébricos € enumeravel (§1)

Como mencionado anteriormente, cada nimero real algébrico serd solu¢do de uma, e somente
uma equacdo da forma (1). Assim, a cada equagao (1), Cantor associa o nimero

N =n—1+lag| + |a1]| + ... + |an]| , 3)

chamado altura da equag¢do. Como cada nimero real algébrico estd associado a somente uma
equacdo (1), cada nimero real algébrico tem uma altura /N bem definida. Assim, diremos
que N serd a altura de w. Em contrapartida, cada N tem uma quantidade finita de nimeros
reais w associados.

Exemplo 2.3 Abaixo sdo apresentadas, para os primeiros valores de [N, as equagdes € 0s
nimeros reais algébricos que t€m altura IV, correspondendo a cada equagio.

3 Ou seja, existe uma bijecdo entre (w) e (V).

Embora o termo denso ainda nio seja utilizado, Cantor menciona o fato de que, dados um niimero real arbitrario
o e uma vizinhanga arbitrédria de «, existem infinitos elementos de (w) nesta vizinhanga.
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N | Equacdo w N | Equagdo d
1 |w=0 0 —1%\/5
9 w+1=0 -1 Ww4+w—-1=0
w—1=0 1 %\/ﬁ
w+2=0 -2
w—2=0 | 2 1-v5
2
_ 1 w —w—-1=0
3 | 2w—-1=0] 35 B
A 2
— _1
w+3=0 -3 w?2—-2=0
w—3=0 | 3 V2
4 | 3w—1=0 % 1
22 -1=0 V2
Bw1=0| -1 YT T
V2

Observe que ha equagdes que poderiam ser estar associadas a alguma altura NV
mas que ndo constam da tabela acima, seja por ndo cumprir restricdes apresentadas anterior-
mente, seja por ndo possuirem solugdes reais.

Por exemplo, a equagdo w? — 1 = 0 seria uma equagdo de altura N = 3. Entre-
tanto, esta equacdo nio é apresentada por ndo ser irredutivel.’

Por sua vez, por exemplo, a equagio w? + 2 = 0, embora irredutivel, ndo possui
raizes reais. Logo, ndo ha nimeros reais algébricos associados a esta equagao.

Como vimos anteriormente, cada nimero real algébrico w estd associado a uma
unica equagdo da forma (1) com as restri¢des apresentadas, de modo que w tem uma altura
bem definida. Além disso, a cada altura NV est@o associados somente uma quantidade finita
de nimeros reais algébricos, a qual Cantor denomina ¢(N). Para verificar que p(N) é finito,
basta encontrar, para cada inteiro positivo N uma cota superior para (N ).® Podemos fazé-lo
utilizando técnicas de andlise combinatdria.

Como mencionado anteriormente, w? — 1 = (w+1)(w — 1), logo a equagio w? — 1 = 0 poderia ser reescrita
na forma (w+1)(w—1) = 0. Entretanto, ¢ claro que esta equago ¢ satisfeita precisamente quando w+1 = 0
ouw — 1 = 0, que sdo as equacdes de altura N = 2.

O objetivo é somente o de encontrar uma cota superior, sem a preocupacdo de encontrar uma expressao geral
para o(IN). De fato, os valores de cota superior encontrados para ¢(N) extrapolam em muito o valor real de
»(N). Por exemplo, ¢(4) = 12, de acordo com o Exemplo , mas a cota superior calculada com a expressao
que iremos calcular serd igual a 1 344 560. Ainda assim, a existéncia de uma cota superior para (N implica
na finitude de (V).
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De fato, de (3) vemos que

N+1=n+]ao|+|a1|+ - +|an| -

Assim, mesmo sem pensar em todas as restricdes envolvidas, podemos observar a
equagdo acima e verificar que as IV + 1 unidades (a esquerda) podem ser distribuidas nas
n + 2 posigdes (a direita). Como n < N + 1, vemos que o nimero maximo de posigdes a
direita da igualdade, quandon = N+1,éde (N +1)+2 = N +3 posi¢des. Para simplificar,
consideremos inicialmente que os coeficientes a direita sdo todos positivos. Entdo a primeira
das N + 1 unidades pode ser posicionada em qualquer uma das /N + 3 posicdes a direita, e o
mesmo vale para a segunda, a terceira e assim por diante, até a unidade N + 1. Pelo Principio
Fundamental da Contagem, isso significa que ha (N + 3)V+1! possibilidades de satisfazer a
equacdo acima com coeficientes positivos.’

Ao considerar que os coeficientes a1, as, ..., a, podem assumir sinal positivo ou
negativo, multiplicamos o valor da cota superior por 2V, obtendo uma cota superior 2% (N +
3)N+1 para o ndmero de equagdes. Por sua vez, a equacio (1) possui, no maximo, n solugdes
distintas. Uma vez que n < N + 1, vemos que

O(N) <2V(N + )N N +1) .

Assim, concluimos que (V) é finito, para todo inteiro positivo V.

Ora, como todo nimero real algébrico w possui uma altura /N bem definida, Cantor
propde uma sequéncia da forma

W1y W2y eeey Wiy v

para a classe de todos os niimeros reais algébricos como segue. Iniciamos pelo tinico nimero
de altura N = 1. Em seguida, colocamos os dois nimeros de altura N = 2 em ordem
crescente. Continuamos com este processo para cada valor de N, de modo que os @(N)
valores com altura N sejam colocados em ordem crescente. Deste modo, todos os niimeros
reais algébricos estardo listados na sequéncia proposta.

Com esta construcdo, apresentamos os termos iniciais da sequéncia proposta por

Ao considerar que |ag| > 1, e olhar para cada valor de n entre 1 e o valor mdximo N que n poderia assumir,
poderiamos equiparar o problema em questdo ao problema de distribuir N — n bolas idénticas em n + 1 urnas
distintas, que sdo os coeficientes. Com esse raciocinio, poderiamos concluir que, paracadan = 1,2, ..., N ha
) 2 )
N i ers .. .
(n) possibilidades de escolha para os coeficientes. Deste modo, somando para cada n, terfamos

NN N Ny NN
WP WEIERERES

n
de modo que 2V é uma cota superior bem mais modesta. Esta cota superior, por sua vez, poderia ainda ser

reduzida ao considerar as restri¢des de que a equagdo (1) deve ser irredutivel, com coeficientes que ndo tenham
multiplo comum, e de modo que haja a0 menos uma solucgéo para a equacao.
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Cantor:
N=4
N=2
—~ 11 —1—+5 2 1—+5 11 -1 5 2 1 5
0 771’17727 7777277377\/777\/577£7 \/7777777 +f7£7ﬁ7 +f73’
22 2 2 2 3 3 2 2 2
N=1 N
N=3
2.3 A classe dos nimeros reais nao é enumeravel (§2)
Nesta se¢do, Cantor demonstra que nenhuma sequéncia
W1y Wy eeey Wpy o @)

¢ capaz de exibir todos os niimeros reais. Em outras palavras, R nido € enumeravel. De fato,
a demonstrag¢do de Cantor vai um passo além, e demonstra que nenhum intervalo aberto é
enumeravel. Vamos as ideias da demonstragao.

Consideremos, sem perda de generalidade, que (4) € infinita e que seus termos sao
distintos. Sejam «, 8 nimeros reais distintos quaisquer com a < (3. Basta encontrar 7
no intervalo aberto («, 8) tal que 1 nfo esteja na lista wy,ws, ..., w,, .... Para encontrar um
valor 17 como mencionado, Cantor prossegue da seguinte maneira. Encontram-se os dois pri-
meiros valores da sequéncia (4), wy,, € wm,,, que estejam no (interior do) intervalo (¢, ),
caso existam. Assim, o menor destes valores é denotado por o', e o maior por 3. Logo,
temos que o < o < B’ < B, de modo que (a/, ") é um subintervalo de (a, 5). Prosse-
guindo na sequéncia (4), consideram-se os dois valores seguintes na sequéncia, wy, € W,
que estejam no interior do intervalo (a/,3’).% O menor destes valores é denominado o,
e o maior, 3”. Observe que, novamente, o intervalo (a/, 3”) é um subintervalo do inter-
valo (o/,3"). Esta construcdo prossegue enquanto for possivel, obtendo-se os intervalos

(O/”, /8/”), . (Oz(”), B(V))’

Para compreender melhor esta construcao antes de finalizar a prova, vejamos alguns
exemplos.

Exemplo 2.4

(a) Considere a sequéncia

11 1
1o (F1) S
727 37 ’( ) l/?

e sejam « = —1 e § = 1. Neste caso, a excecdo de -1, todos os valores da sequéncia

estdo no interior do intervalo (-1, 1). Logo, os primeiros valores da sequéncia que
estdo dentro do intervalo sido % e —%. Colocando os valores em ordem crescente,

temos o/ = —1 e 8 = 1. Prosseguindo na sequéncia, os valores 1 e —1 estdo no
3 2 1 5

8 Isto quer dizer que na, ma > max(ni, my).
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interior de (o, 8’). Colocando os valores em ordem, temos o = —% e’ = i. Em
geral,
1 1
w___ 1 w_ L
“ w+1 7=

Deste modo, a sequéncia dos a®) ¢ crescente, a dos 5(”) ¢ decrescente, e ambas con-
vergem para 0. Observe ainda que 0, o limite das sequéncias dos o*) e 5(*), nio faz
parte da sequéncia dos w,,.

1l
Wy

£
S
€
-
£
€
& —
&

As sequéncias de o*) e §(*) sdo infinitas, e ambas convergem para 0.

(b) Considere a sequéncia w/,, que constitui na sequéncia do exemplo anterior, mas acres-
cida do nimero 0 (zero) na posicdo vy. Assim,

(="
sev <1
v
w, , sev <
W, = 0, sev=vy = 0 sev =1y
wWy—1 , SeV >1y
(_1)1/71
sevV > 1)
v—1
Enquanto v < vy, continuaremos a ter
1 , 1 ’
al) = oo Wart B = 5, = W
Suponhamos que vy seja par. Entéo, vy = 2k, para algum k inteiro positivo. Entdo
20 k—1 1 / ! k—1 1 /
a(2 ):a( ):721{;_1:&)2]?_1’ ﬂ(Q ):/B( ):2k_2:w2k_2,

de modo que os préximos termos na sequéncia dos w!, serdo

1 1

/o / _ — —
wap = wy, =0, W2k+1—%0+1—170—%

Logo, por construcio, a®) =0e ﬂ(k) = le Deste modo, os préximos «,,, %, caso

existam, devem ser positivos. Assim, os proximos termos da sequéncia dos w!, a serem
: !/ _ !/ !/ _ ! s
selecionados devem ser wy, |3 = Wy | 3 € W;, 15 = Why 5, OU SEJA,
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Caso vy seja impar, tomando vy = 2k + 1 com k inteiro, um raciocinio andlogo ao
anterior nos levard a conclusao de que

iy — L gy - L

2k +4 2k +2
Assim, se existir inteiro k tal que vy = 1k ou vy = 2k + 1, concluimos que o intervalo
(ﬁ, ﬁ) ndo possui elementos da sequéncia de w!,, ndo sendo possivel continuar

a construgdo das sequéncias de o(*) e ).
A Fig. (b) ilustra esta situagdo no caso em que vy = 3, ou seja, Wy, ; = 0,com k = 1.

P Ao TN A (VA \
o o o B’ B’ B
1 1 I 1 1 1 1 1 L AN
+ } + — + } + +—
1 11 1 1 1 1
1 3 5 7 ﬂ 6 1 2
n | 1l T ] 1 I
! wa we ws Y wr ws w2

As sequéncias de a® e B(") estdo definidas somente até a(FT1) ¢ g+1)
(¢) Considere a sequéncia com a regra de formacao

v+1 v+1

_2y+1 5 Woy =

w1 = REES

Ou seja,

22 33 44

3’3 5’5 7TV
Considere também o« = —1, 5 = 1. Entdo, pode-se observar que, para cada nimero
inteiro positivo v,

o) =wy, BY) = wy,

Note ainda que a sequéncia o, o, ...,alv), ... é crescente e converge para —<, en-
b ) ) b

P ! QN v 4 1
quanto a sequéncia 3, 5", ..., 3), ... é decrescente e converge para 5

« o o o prp” 3 B
; ! ; oo} : foee—f ; : —
1 _2 3 4 12 0 2 4 3 2 1
3 5 7 7 5 3
" 1 1" " 1 1
wy ws Ws We Wy wa
As sequéncias de (") e3(")) sio infinitas, mas lim a®) < lim g®),
V—00 V—r00
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(d) Sejam o = —1 e 8 = 1. Considere a sequéncia w,, = !/v para cada inteiro positivo v,
ou seja,

1

5 g eeny g een

v

W =
N

1
) 5;
Entdo os dois primeiros termos na sequéncia que estdo no intervalo (—1,1) sdo wy = %
e ws = %, de modo que o = % e = % Vemos que todos os termos wy, ws, ... S0

L L), Portanto, o) e ) ndo estio

1 ~ .
menores que 3, logo estdo fora do intervalo (§7 5

definidos para v > 2.

1 ~ © N

ol
a
R
o=+ &R
[e)

€=
&)

As sequéncias de o) e ) so finitas.

Tendo em mente os exemplos acima apresentados, vamos prosseguir com as ideias
da demonstracdo de Cantor de que ¢ impossivel enumerar R. Vamos relembrar daquilo de
que dispomos até o momento. Dada uma sequéncia de niimeros reais da forma

W1, W2, eeey Wyy oee
e um intervalo aberto (o, 3) qualquer, foram selecionados nimeros ("), () de modo que:

1. o) = w, paraalgum n e f*) = w,, para algum m;
3. Dados v > p, se

a® =w, BY) = w1

a(l‘) = Wn2 , 6(H) = Wm2,

entdo min (n2, m2) > max (nl,ml);
4. Ointervalo (Y, 3(*+1)) ¢ subintervalo de (o), B)).

Uma vez estabelecido um método para construir os intervalos (o), 5(*)), e obser-
vando que cada intervalo em questdo € subintervalo de todos que foram construidos anterior-
mente, Cantor considera dois casos distintos.

Caso 1. A quantidade de intervalos (o, 8'), (o, 3"), ... é finita. E o que ocorre no item (d)
do Exemplo . Neste caso, se (a("), B8 (")) ¢é o ultimo destes intervalos, entdo existe no
méximo um valor w,, da sequéncia (4) que estd no intervalo (a(”), B (”)) pois, caso hou-
vesse dois (ou mais) valores no intervalo em questdo, estes valores poderiam constituir
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Caso 2.
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um novo subintervalo (a**+1)| 3(*+1)) contradizendo a hipétese de que (o), 3(*)) &
o ultimo destes intervalos. Assim, qualquer nimero 1 no intervalo (que seja diferente
de w), caso exista) serd um nimero real que nio consta na lista (4). Por exemplo, pelo

3 g )4 g
menos um dentre os ndmeros reais < ;ﬁ e 2« ;r B

nao consta na sequéncia (4).

A quantidade de intervalos (¢, 8'), (o, 8”), ... é infinita. Cantor observa que, uma
vez que a sequéncia o', ... é crescente e superiormente limitada (8 é uma cota
superior para esta sequéncia), a sequéncia possui um limite. Analogamente, a sequén-
cia decrescente 8, 5", ..., que € inferiormente limitada (« é cota inferior), também
possui um limite. Por construcio, a*) < S(), para todo inteiro positivo v. Logo,

lim o) < lim B™). Assim, o caso em que a sequéncia de intervalos é infinita é
V—r00 V—r00

dividido em duas partes.
(i) lim a® < lim ™). E o que ocorre no item (c) do Exemplo . Observe que,

V— 00 V—00
assim como no caso em que a quantidade de intervalos (a®), 8(*)) ¢ finita, ndo

€ possivel haver mais que um w, entre lim a®) e lim ™), pois do contririo
1 Zede el vV—0Q

haveriam o) > lim o(*) e 3(*) < lim B(*). Assim, basta tomar qualquer

vV— 00 vV— 00
valor n entre lim o) e lim S®*). O valor 7 ser4 um niimero real que nio estd
. vV— 00 V—00
na sequéncia (4).
(i) lim o™ = lim ﬁ(”). Eo que ocorre no item (a) do Exemplo . Neste caso,
V—00 V—00

Cantor afirma que o préprio limite n = lim a®) nio pode constar na sequén-
cia (4). De fato, se 1 estivesse na sequél;mioao, entdo teriamos que 7 = w), para
algum ndmero inteiro positivo p. Como a sequéncia o, a”, ...,aP), ... é cres-
cente e converge para 1), temos que 77 > «(P). Analogamente, < ). Logo,
n = w, deve estar no intervalo (a(P), 3(P)). Entretanto, w, ndo pode estar no
intervalo (a(p), B(p)). De fato, pela construgio das sequéncias dos o) e (*), se
a® = w, e B) = w, entdo, tomando k = max (n, m), nenhum dos nimeros
w1, woM..., wy, pode estar no interior do intervalo (a(”), ﬂ(”)). Em particular, isto
¢é verdadeiro para v = p. Mas se a®) = w, e BP) = w,, entdo, considerando
que os w,, devem ser selecionados em pares, temos que n,m > 2p—1. Sep =1,
é possivel que o/ = wy ou B’ = wp, mas neste caso wy ndo pode estar no inter-
valo aberto (o, '). Por sua vez, para p > 1, temos p < m, n e, deste modo, w,
nao pode pertencer ao intervalo (a(p), B (p)). Logo, para qualquer inteiro positivo
p, € impossivel que w,, pertenca ao intervalo (a(p), B8 (”)). Consequentemente, é
impossivel que w, seja igual ao limite n = lim a™ = lim g™,

V—00 vV—0Q0
Consequentemente, 77 ndo pertence a sequéncia (2). Portanto, como a sequéncia
(2) € arbitréria, concluimos que o intervalo («, 3) ndo é enumerdvel, e conse-
quentemente, R ndo é enumeravel.
Observe que, conforme o item (b) do Exemplo , caso incluamos o niimero 7
na sequéncia de w,,, isto modifica a constru¢do dos a®) e ﬁ("), de modo que
voltamos a cair em um dos casos mencionados.
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Ap6s concluir esta demonstracao, Cantor argumenta que os resultados demonstrados
podem ser estendidos de diversas maneiras. Como exemplos, s@o citados:

1. sequéncias, finitas ou infinitas, de nimeros linearmente independentes w1, wa, ..., Wy, ...,
tais que nao existam combinag¢des lineares awq +aswa + ... +a,w, = 0 em que os co-
eficientes inteiros a1, as, ..., a, ndo sejam todos nulos. Um exemplo seria a sequéncia
finita wy = 7, wy = €.

2. Funcgdes racionais, com coeficientes inteiros, dos nimeros w dados.

Conclusao

Como vimos, em CANTOR, 1874 sdo apresentados dois resultados de grande importancia.
Primeiramente, € apresentada uma demonstracao de que a classe dos nimeros reais algébricos
(w) é enumerdvel. Mais do que isso, a demonstragdo ¢ feita por meio da constru¢do de uma
enumeragdo. Uma vez que todo nimero racional é um niimero real algébrico, segue que Q é
enumerdavel.

Além disso, Cantor demonstra que, dada qualquer sequéncia de nimeros wy, ..., w,,
..., & possivel encontrar, em qualquer intervalo aberto («, /3), nimeros que ndo estejam na
sequéncia. Assim, nenhum intervalo aberto em R pode ser enumerado. Consequentemente,
R ndo é enumeravel.

Unindo ambas as informacdes, Cantor demonstrou, pela primeira vez, que hd uma
diferenca fundamental entre diferentes tipos de infinito: o infinito enumerdvel e o continuo.
Os numeros reais estio distribuidos por toda a reta (ou seja, Q € denso em R), mas é enume-
ravel. Ainda assim, R é um conjunto com uma estrutura muito mais rica que Q.
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