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Resumo

Este artigo apresenta uma analise historica e epistemologica do desenvolvimento das
Equagdes Diferenciais, com foco no método das separaveis, a partir de fontes historicas,
como dois artigos do peridodico Acta Eruditorum, cujas autorias pertencem a Gottfried
Wilhelm von Leibniz (1646—-1716) e Jakob Bernoulli (1655-1705), bem como quatro
correspondéncias trocadas entre Gottfried Wilhelm von Leibniz e Christiaan Huygens (1629—
1695). O objetivo ¢ apresentar o desenvolvimento das Equacdes Diferenciais, desde o
momento em que o termo foi citado por Leibniz, em 1684, no periddico Acta Eruditorum até
a resolucdo de problemas discutidos por cartas e, finalmente, a consolida¢cdo do método de
resolucdo das Separaveis. A metodologia adotada ¢ uma pesquisa documental, com o auxilio
da técnica de analise de contetdo, realizada em fontes primarias datadas do século XVII. Os
resultados apresentados demonstram a constru¢do do desenvolvimento do método das
separaveis para resolver Equacdes Diferenciais, com abordagem do diadlogo entre os
personagens e discussdes matematicas. Diante do exposto, concluimos que, ao revisitar os
desdobramentos histéricos das Equagdes Diferenciais, este estudo reitera a importancia do
método e oferece uma perspectiva de discussdo no ensino superior, no intuito de compreender
a episteme dessas ideias e perceber que a matematica também foi desenvolvida de maneira
colaborativa por diferentes pensadores ao longo dos tempos.

Palavras-chave: Historia da Matematica, Equacdes Diferenciais, Equacdo Diferencial
Separavel, Investigacdo Historica.
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[A HISTORICAL PERSPECTIVE ON THE DEVELOPMENT OF THE SEPARABLE METHOD FOR
SOLVING DIFFERENTIAL EQUATIONS]

Abstract

This article presents a historical and epistemological analysis of the development of
Differential Equations, focusing on the method of separable variables, based on historical
sources such as two articles from the Acta Eruditorum journal, authored by Gottfried
Wilhelm von Leibniz (1646—-1716) and Jakob Bernoulli (1655-1705), as well four
correspondences between Gottfried Wilhelm von Leibniz and Christiaan Huygens (1629—
1695). The objective is to present the development of Differential Equations, from the
moment the term was first mentioned by Leibniz in 1684, in the Acta Eruditorum journal, to
the resolution of problems discussed through letters and, finally, the consolidation of the
method of separable variables. The adopted methodology is a documentary research,
supported by the technique of content analysis, conducted on primary sources from the 17th
century. The results presented include the development of the method of separable variables
for solving Differential Equations, addressing the dialogue between the individuals and the
mathematical discussions. Given the above, we conclude that by revisiting the historical
developments of Differential Equations, this study reiterates the importance of the method of
separable variables and offers a perspective for discussion in higher education, aiming to
understand the episteme of these ideas and to recognize that mathematics was also developed
collaboratively by different thinkers over time.

Keywords: History of Mathematics, Differential Equations, Separable Differential Equation,
Historical Investigation.

Introducao

E sabido que as Equagdes Diferenciais sdo utilizadas para modelar e resolver problemas de
diversas areas de conhecimento, dentre elas, Matematica, Fisica e Engenharias, como afirma
Nascimento (2024). Além disso, ¢ um contetdo disciplinar denso, porém necessario para ser
trabalhado no ensino superior, porque embora seja envolvido de demonstragdes e métodos
de resolugdo distintos, elas possibilitam uma série de solugdes para problemas do cotidiano
que envolvam matematica.

Diante disso, propomos, neste trabalho, uma possibilidade de investigag@o historica
da forma que este tema, amplamente abordado na atualidade, foi vislumbrado e discutido no
final do século XVII por alguns estudiosos como Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646—
1716), Christiaan Huygens (1629-1695) e Jakob Bernoulli (1655—1705). Para isso, faremos
um recorte de documentos historicos, como edi¢des do periddico Acta Eruditorum, bem
como correspondéncias trocadas entre alguns deles.

Apesar das Equagdes Diferenciais serem trabalhadas em varias areas do
conhecimento cientifico, destacamos que sua andalise historica e epistemologica é pouco
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discutida na comunidade académica. Esse fator proporciona que haja novas discussdes acerca
da histéria do seu desenvolvimento, bem como o periodo em que os documentos foram
apresentados.

Vale destacar que esta andlise adota uma perspectiva eurocéntrica, dado que os
personagens, o contexto histérico e a difusdo dos estudos ocorreram na Europa. Os
documentos estudados incluem as primeiras referéncias ao termo "Equac@o Diferencial” e
discutem a evolugdo das técnicas de resolucdo até o desenvolvimento do método das
Separaveis.

Nesse sentido, apresentaremos um percurso histdrico que provocou o
desenvolvimento desse tema para evidenciar eventuais particularidades que ndo estdo
clarificadas na disciplina do curso. Esse viés explora o contexto cultural e social que eles
viviam, bem como a episteme do tema no momento de possiveis discussdes cientificas.

O objetivo desse artigo ¢ apresentar o desenvolvimento das Equacdes Diferenciais,
desde o momento que o termo foi citado por Leibniz, em 1684, no perioddico Acta Eruditorum,
até a resolugdo de problemas discutidos por cartas e, finalmente, a consolidacdo do método
de resolucdo das Separaveis.

A ideia de escrever um artigo sobre uma histdria do desenvolvimento das Equagdes
Diferenciais, mais precisamente, sobre o método das Separaveis, se deu pela importancia que
atribuimos ao conhecimento histérico. Nele também podemos explorar o contexto
sociocultural, pois da uma visdo macro do convivio dos povos, bem como colabora com a
interpretacdo do pensamento dos personagens, gerando a possibilidade da analise
epistemologica do estudo das Equagdes Diferenciais.

Além disso, o tema possui importancia para o ensino superior, pois permite a
compreensdo do seu desenvolvimento historico e a identificagdo de lacunas deixadas pelos
estudiosos da época, embora algumas delas, inicialmente ignoradas ou ndo resolvidas, foram
debatidas entre os proprios pesquisadores, enquanto outras continuaram como investigacdes
em aberto até serem abordadas por estudiosos que vieram posteriormente, como enfatiza
Mendes (2009/2015).

Esse processo continuo de revisdo e debate contribui para a formagéo critica dos
alunos, que passam a enxergar o conhecimento como algo ndo estatico, que permite
discussdes e ajustes para uma evolugdo constante, enriquecido pelas diferentes contribuigdes
ao longo do tempo. Esse entendimento pode apoiar o aprendizado dos estudantes,
desmistificando a ideia de que a matematica ja estaria pronta ¢ acabada ¢ que os estudiosos
nao enfrentaram dificuldades em seu desenvolvimento.

Procedimentos metodologicos

A metodologia adotada neste artigo baseia-se em uma pesquisa qualitativa, pois ela se mostra
eficaz quando analisa aspectos sociais e historicos. Para o nosso caso, analisamos fontes
oriundas do século XVII, tendo em vista as sociedades em que os pesquisadores estavam
imersos. A escolha pela pesquisa qualitativa estd em sintonia com a busca por uma
compreensdo inicial do contexto histérico que contribuiu para o desenvolvimento das
Equagdes Diferenciais.
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No que se refere a sua natureza, identificamos este estudo como uma pesquisa
basica, pois tem o intuito de ampliar, teoricamente, a compreensdo de estudantes de
graduacdo, professores e pesquisadores de matematica acerca da maneira que a tematica foi
apresentada no século XVII. Para Gil (2008), a pesquisa de natureza basica produz
conhecimentos novos que favorecem o avango cientifico.

A pesquisa € caracterizada como descritiva, porque preocupa-se em analisar a
esséncia e as caracteristicas da relagdo proposta, também alinhando-se com a pesquisa
exploratoria. Desse modo, compartilhamos o pensamento de Almeida (2021, p. 31) quando
esclarece que uma pesquisa descritiva “encontra-se vinculada, apenas, a descrigdo e registro
de fatos sem a intervengdo sobre eles”. Tal fator justifica-se porque a fonte utilizada ¢
primaria.

As expressdes matematicas e conceitos abordados neste artigo estdo sintetizados
em quatro correspondéncias entre Leibniz e Huygens, bem como dois artigos publicados por
Leibniz em 1684 e Jakob Bernoulli, em 1690, no periédico Acta Eruditorum, cujo teor dos
documentos era discutir e resolver problemas relativos a Filosofia Natural, dos quais em
maior parte, tratavam sobre o comportamento de curvas que encontravam na natureza ou no
cotidiano.

Por se tratar de textos originais, nota-se que forneceram informagdes genuinas
sobre o estudo das Equagdes Diferenciais, além de evidenciarem o conhecimento existente
sobre o tema. A fonte selecionada para este estudo corrobora o pensamento de Godoy (1995,
p. 22), ao afirmar que “os documentos constituem uma fonte ndo reativa, as informagdes
neles contidas permanecem as mesmas ap6s longos periodos de tempo”. Nesse contexto, o
trecho reforga a ideia de que as informagdes nos documentos citados anteriormente sao
preservadas ao longo do tempo.

Diante do que foi apresentado, a pesquisa documental serd realizada mediante a
exploracdo de seis fontes primarias, conforme expde Fachin (2006, p.121), “as fontes
primarias sdo constituidas pela bibliografia que propicia o embasamento tedrico do assunto
pesquisado, ou seja, € a bibliografia basica para aquele assunto”. Essa abordagem documental
vai ao encontro da pesquisa historica que foi realizada, uma vez que permite uma analise
focada em nosso objeto de pesquisa. Ou seja, colaboram com a compreensdo do contexto no
qual os trés estudiosos estavam inseridos, possibilitando a reconstrugdo do passado ¢ a
compreensdo da historia do desenvolvimento matematico.

Além disso, a escolha dos documentos, bem como a andlise dos textos foi feita
mediante analise de contetido proposta por Bardin (1977). Na ocasido, foram feitas leituras
das Actas Eruditorum e correspondéncias a partir da leitura e tradugdo dos textos, uma vez
que as fontes selecionadas estdo escritas em latim e francés, respectivamente. Vale salientar
que o material escolhido converge com o objetivo, pois colabora na apresentagdo de
estudiosos do século XVII que foram estimulados a resolverem problemas de Filosofia
natural que contribuiram com a evolucdo do estudo das Equagdes Diferenciais, tal qual o
desenvolvimento de seus métodos de resolugdo.

Na utilizacdo das fontes destacadas nesta secdo, esta pesquisa busca fornecer uma
compreensdo abrangente e aprofundada do desenvolvimento historico e epistemoldgico das
Equagdes Diferenciais desde os primérdios do século XVII e de como elas eram abordadas.
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Desenvolvimento historico das Equag¢oes Diferenciais

Nesta se¢do, exploraremos em detalhes o método de resolugdo de Equagdes Diferenciais
separaveis, a partir de documentos histéricos, como dois artigos do periddico Acta
Eruditorum publicados em 1684 e 1690 por Leibniz e Jakob Bernoulli, respectivamente, tal
como as correspondéncias entre Leibniz ¢ Huygens no ano de 1691. Nossa intengdo ¢é
fornecer uma compreensdo desse método a partir do ponto de vista dos estudiosos que
frequentemente trocavam informagdes sobre matematica e demonstravam interesse em
justificar as curvas que modelavam a natureza.

A Acta Eruditorum de 1684, em que Leibniz apresentou o termo Equagdo
Diferencial em um contexto no qual ainda ndo havia o conceito formal de funcdes, portanto,
a comunidade cientifica estava envolvida com o estudo de diversos tipos de curvas, que eram
modeladas por expressdes das quais as caracterizavam como expressdes compostas por
igualdades e letras que atualmente denominamos como equagdes, da mesma forma, as letras,
simbolizam as variaveis. Como enfatiza Mendes (2009),

“a Matemdtica ¢ um saber gerado pela sociedade humana e por
consequéncia, possui uma historia. Todavia, esse conhecimento,
certamente, amplia-se em conteudo escrita e simbologia ao longo do
tempo, de forma ndo-linear, porém, tracada por controvérsias, debates,
divergéncias, renovagées e atualizagoes incessantes”. (Mendes, 2009, p.
46)

Para o autor, a matematica ¢ um conhecimento que esta em constante transformagao,
e que sua histéria ¢ moldada por interagdes humanas e pelos desafios intelectuais de cada
época, sempre em um processo de desenvolvimento.

Somando-se a esse pensamento, a nomenclatura e suas peculiaridades para resolver
problemas, conforme Nascimento (2024), proporcionou uma linguagem mais precisa para
descrever modelos matematicos e nomina-los, bem como estabeleceu as bases para um
universo que se formou com o progresso do tema. Outro autor que defende a simbologia da
linguagem matematica, dessa vez com um olhar histérico para o século XVII é Rossi (2001)
que afirma,

“A nova matemdtica que vem consolidando-se entre a primeira metade do
século XVII e o comego do XVIII é sem duvida o mais poderoso instrumento
teorico que tenha sido construido pelos seres humanos no decorrer da
historia”. (Rossi, 2001, p. 252)

Com vistas a compreender a matematica detentora de instrumentos teoéricos
importantes para aquela época, ela auxilia na compreensdo de uma matematica que pode
evidenciar os fatos narrados pela propria natureza, propiciando descobertas e progresso. Ela
¢ considerada um recurso importante para o conhecimento cientifico, como é o caso dos
modelos de Equagdes Diferenciais, que podem ser considerados como um desses meios de
justificag@o de tais fendomenos.
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Para apreciacdo do termo supracitado, apresentamos a Figura 1 que explicita a
pagina 467 do periddico mencionado.
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Figura 1 — Pagina 467 da Acta Eruditorum de 1684.
Fonte: Nascimento (2024, p. 85), adaptado de Struik (1969).

Na parte (1) da Figura 1, Leibniz introduz o termo Equacao Diferencial aos leitores
do periddico, conforme podemos examinar, por meio da ampliagcdo da imagem em (2) e (3).
Em (4) fornecemos a tradugdo, permitindo ao leitor uma apreciagdo mais clara para
compreensdo do contetido do documento. Esse trecho da nomeacdo do termo foi importante,
porque desenrolou-se no momento historico que o Calculo Infinitesimal estava em plena
discussdo.

Com o avango do Calculo Infinitesimal no século XVII, desenvolveram-se
também ferramentas capazes de solucionar questionamentos referentes ao estudo de curvas
advindas de observacdes ocasionadas da Filosofia Natural. Wussing (1998) afirma que
estudiosos como Leibniz precisaram, ou se utilizaram, do conhecimento referente para
examinar seus problemas, fazendo uso das Equacdes Diferenciais.

Diante das peculiaridades que elas possuiam, embora novas ideias frequentemente
desafiassem a compreensdo dos estudiosos da época e seus métodos tradicionais de
resolucdo, foram exploradas maneiras distintas para tratar esses problemas, evidenciando a
necessidade de outras abordagens na resolucdo de Equacdes Diferenciais.
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Em face disso, os métodos de resolucdo surgiram da necessidade dos estudiosos
de solucionar problemas especificos. Eles perceberam que a construcdo do conhecimento
estava intrinsecamente ligada ao ambiente em que estavam inseridos, e que precisavam agir
de maneira criativa para obter resultados. Essa abordagem reflete ndo apenas as diferentes
concepcdes de como o universo funciona, mas a propria possibilidade de fazer daquela
historia o objeto de uma investigagao cientifica, conforme enfatiza Rossi (1998).

Uma classe particularmente importante de Equagdes Diferenciais € a das Equagdes
Diferenciais separaveis, cuja defini¢ao, segundo Zill (2016, p. 49), “uma Equag@o Diferencial

de primeira ordem da forma Z—i = g(x).h(y) é chamada separavel”, ou seja, uma ED ¢é

separavel se as variaveis independentes conseguem ficar isoladas das variaveis dependentes.

Em 1655, Christiaan Huygens fez sua primeira visita a Paris, onde passou alguns
anos. Durante esse periodo, teve a oportunidade de se familiarizar com os estudos de
pesquisadores franceses, como Roberval (1602 - 1675), Pascal (1623 - 1662) e Fermat (1601-
1665). Em 1666, Huygens recebeu um convite de Colbert para se tornar membro da
Academia Real de Ciéncias da Franga, tendo prontamente aceitado, e contribuiu para a
instituigdo.

Com suas idas e vindas a Paris, Huygens trocou diversas correspondéncias, que
mostram a parceria e o respeito mutuo entre ele e outros estudiosos. Muitas das cartas
trocadas mostrando a parceria e o respeito entre eles; em outras, nem tanto. Vide algumas
cartas de 1691 — disponibilizadas nos sites que armazenam informagdes acerca da vida e obra
de Christiaan Huygens, como o Biblioteca Digital de Literatura Holandesa (DBNL), que um
aparente equivoco interpretativo provocou a escrita de cartas em tons pesados e com trocas
de farpas. Nascimento (2024) enfatiza que também houve encontros presenciais,
proporcionados pela vida académica.

Além dos estudiosos residentes da Franga, Huygens mantinha contato com
ingleses, como Newton ¢ Wallis. Essas trocas de informagdes ou correspondéncias eram
interessantes para que o conhecimento cientifico europeu fosse publicizado. As cartas
refletem a atividade intelectual e as discussdes cientificas da época, mostrando que
personagens como Huygens estavam envolvidos em debates e investigacdes matematicas
(Nascimento, 2024).

Em algumas dessas correspondéncias, Huygens e Leibniz discutiam temas
relacionados a fisica e a resolugdo de problemas nas ciéncias naturais, o que levou a
apresentacgdo e resolucdo de Equagdes Diferenciais, com a vasta discuss@o sobre problemas
acerca da resisténcia dos corpos, tratado sobre luz e calculos de tangentes. Também discutiam
tematicas que seriam publicadas posteriormente e procuravam informagdes acerca de outros
pesquisadores para saber o que estavam estudando.

Na se¢do a seguir, apresentamos parte do contetido das correspondéncias que os
estudiosos interagiram em 1691.
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Discussio epistemologica e matematica do conteiido das correspondéncias

Nesse encadeamento de ideias, expomos o primeiro problema que € o resultado de uma ampla
troca de correspondéncias entre Huygens e Leibniz, feitas no ano de 1691, em que ha
divergéncias de ideias sobre uma relagdo que Huygens (na carta datada em 23/02/1691)
encontrou entre a quadratura da hipérbole ¢ uma curva logaritmica. No texto, Leibniz
enfatizou que os calculos estdo muito longos e que ele os fez utilizando tangentes. Além
disso, afirmou que encontrou uma familia de curvas, situacdo sobre a qual Huygens o
contradisse com veeméncia (Huygens, 1905).

Na carta, Huygens iniciou com um aparente descontentamento devido os
recorrentes desentendimentos que ocorreram entre ele e Leibniz, por causa das
correspondéncias anteriores em que os pensamentos matematicos ndo coadunavam. Dentre
eles, uma divergéncia em relacdo a interpretagdo de resisténcia, pois Huygens a analisa como
a perda de velocidade causada pelo meio, enquanto Leibniz a considera como a pressao do
meio sobre a superficie de um corpo em movimento.

Houve também pontos de convergéncias de pensamentos naquele documento,
dentre eles, foi quando Huygens reconheceu que ha similaridades entre seus estudos sobre a
quadratura da hipérbole e a solugdo de Leibniz, feita por meio de logaritmos. Finalizou
afirmando que desejava reencontrar o amigo brevemente.

A resposta de Leibniz foi registrada na carta datada de 02/03/1691, cujo conteudo
iniciou com o reconhecimento de um equivoco por ter suspeitado que Huygens ndo
acreditava nas suas suposi¢oes, diante disso, fez o pedido de desculpas pelo equivoco. Essa
atitude de Leibniz reforga a afirmag@o de Martins (2006, p. 22), ao argumentar que:

“A ciéncia ndo brota pronta, na cabeca de “grandes génios”. Muitas
vezes, as teorias que aceitamos hoje foram propostas de forma confusa,
com muitas falhas, sem possuir uma base observacional e experimental.
Apenas gradualmente as ideias vdo sendo aperfeicoadas, através de
debates e criticas, que muitas vezes transformam totalmente os conceitos
iniciais.

O autor compartilhou da ideia de que a ciéncia ndo surge pronta na mente dos
pesquisadores, mas muitas vezes é proposta de forma confusa, com falhas e sem uma base
observacional e experimental solida. A evolucdo das ideias acontece gradualmente, por meio
de observagdes, questionamentos, discussdes e criticas, capazes de transformar os conceitos
iniciais, de modo que essa perspectiva aponte o desenvolvimento dindmico da natureza e o
progresso constante do conhecimento cientifico.

A carta prosseguiu com a retomada da discussdo sobre resisténcia do ar em relago
a velocidade de um corpo. Incluiu também breves comentarios sobre assuntos cientificos e
filosoficos, dos quais destacou a variacdo da agulha magnética, paralelas, leis da mola,
exponenciais, magnetismo, isocronismo, o problema das marés, iniciado por Descartes e
continuado por outros pesquisadores.

Em seguida, Leibniz demonstrou interesse pelos estudos do suico Fatio de Duillier
(1664—1753), que contribuiu acerca de curvas cujas tangentes tinham uma natureza
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conhecida, considerando um desafio importante na geometria. O interesse nao era reciproco,
mas Leibniz propds que Huygens intermediasse uma aproximagao entre eles, sem éxito.

Em sequéncia na discussdo sobre curvas, Leibniz citou curvas geradas por meio
de Equagdes Diferenciais e que vdrias curvas satisfazem uma equagdo. Nesse caso,
chamamos atualmente de familia de curvas, devido a semelhanga das caracteristicas. Para
concluir, ele percebeu que encontrava solugdes particulares para uma Equacdo Diferencial,
porque sempre que resolvia os problemas, constituia uma quantidade C, que chamamos de
constante real.

Com isso, para todo C real, ha uma fun¢@o correspondente que chamamos de
soluc@o particular. Para esse caso, Leibniz considera a Equacdo Diferencial (1) que esta
disposta na nota de rodapé da carta, ou seja, ndo encontramos no corpo do texto. Porém, ao
resolvé-la, verificamos que suas solugdes coincidem com a descrita na correspondéncia.

ax dx = yvaa — xxdy

No texto original, estd na sexta nota de rodapé da seguinte forma

“De fato, a soluc¢do geral do problema, que equivale a integracdo da
equagdo diferencial ax dx = y\aa — xx dy , pode ser escrita: a* —
a’x? = %y‘* — Cy? + C?. Leva, portanto, para C = a?, a segunda das
equagoes mencionadas por Leibniz, e, para C=0 a primeira, apos a
corregdo que Leibniz lhe trouxe em sua Carta de 20 de abril de 1691
(Huygens, 1905, p. 50, tradugdo nossa).!

A citagdo anterior apresenta a Equagdo Diferencial cuja resolucdo ¢é feita pelo
método das separaveis. Com esse proposito, basta isolar as varidveis (nomenclatura utilizada
atualmente), ou seja, dada uma funcdo y = f(x), a variavel y sera colocada em um membro
¢ a variavel x, colocada no outro. Apos isso, o passo seguinte ¢ o calculo da integracdo de
ambos 0s membros para encontrar a solugdo geral da Equacdo Diferencial.

Observemos que a notagdo utilizada por Leibniz difere daquela que usualmente é
trabalhada nos livros de Equacdes Diferenciais Ordindrias; porém, podemos trazer para a
forma de escrita aplicada atualmente.

Vejamos a Equacdo Diferencial e sua solug@o, pelo método das separaveis, como
tratamos nos dias de hoje:

ax dx = yy a? — x%dy

! “En effet, la solution générale du probléme, qui revient a l'intégration de l'équation différentielle ax dx =

yvaa — xx dy peut s'écrire: a* — a?x? = %y“ — Cy?* + C2. Elle conduit donc, pour C = a?, a la seconde des

équations mentionnées par Leibniz, et, pour C=0 a la premiére, apreés la correction que Leibniz y apporta dans sa
Lettre du 20 avril 1691 (Huygens, 1905, p. 50).
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Iniciando a resolucdo desta Equagdo Diferencial, utilizaremos o método das
separaveis, para isso, isolaremos as variaveis em seus respectivos membros.

ax dx = vd
T =ydy

Integrando ambos os membros

J. va? x2 dx—f yay

Pela propriedade de integrag@o, podemos colocar a constante a para fora da integral:

f vaz x2 Nl f yay

Utilizando a integragdo por substitui¢do de variaveis, resolvemos o primeiro membro e
o segundo ¢ uma integrag@o de polindmios.

~ 1
Tome u = a? — x?, entdo du = —2x dx , —=du = x dx
2

Substituindo em (5), temos:

f 11d fd
a| —z.——=du=
2" Vu i

Organizando a EDO, temos:

a 1
_Ef u_Zdu=f ydy

Integrando ambos os membros:

_au —3+1 _ oyt
= + C, consideramos C uma constante real.
2 (__+1) 1+1
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Reduzindo os valores,

1+1

1+1

N Q
l\.)lb—\| Sie
Il
+
S

Organizando a equagdo, temos:

Voltando a variavel inicial, temos:

2

—aya?—x? = y?+C

A solugdo, de modo que elevamos ambos os membros ao quadrado, obtemos:
1
a4— _ a2x2 — Zy4 _ CyZ + CZ

Leibniz afirmava, sobre uma curva subtangente, que havia encontrado varias
solugdes que podem satisfazer a equagdo. Podemos observar que essas varias solugdes
acontecem devido a familia de curvas formadas, ao solucionar a Equagéo Diferencial. Desse
modo, para cada C real, obtemos uma curva que ¢ solu¢do da EDO e sdo chamadas de
solugdes particulares.

Podemos observar que, no decorrer das correspondéncias, foram reveladas
discussdes significativas sobre matematica e fisica. Uma consonéncia interessante ¢ a busca
comum por solugdes matematicas e geométricas, pois ambos os pesquisadores estavam
interessados em resolver problemas matematicos complexos, como o calculo de areas e a
identificacdo das curvas. Essa busca pela resolucdo de questdes matematicas demonstrou a
convergéncia de seus objetivos intelectuais.

O dialogo por correspondéncias continuou ¢ Huygens respondeu a Leibniz com a
carta de 26/03/1691, na qual iniciou elogiando Leibniz por seus trabalhos e por ter encontrado
as curvas, embora tenha colocado em divida a existéncia das curvas que satisfagam a
condig¢do inicial. Também responde que Fatio ndo cita sequer a colaboragdo de Leibniz para
sua pesquisa, embora Huygens julgue que seria pertinente o trabalho conjunto deles, por
considerar que o inglés ndo conseguiria resolver sozinho seus problemas. Em seguida,
sugeriu que Leibniz compartilhasse seus estudos sobre quadratura, conforme Huygens (1905,
p. 56, tradugdo nossa), pois:
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“Favoreceria o publico ao apresentar o seu método de quadratura, do qual
vocé exemplificou elegantemente na curva que propus, ou seja,
2aaxx o aayy —y*, em que certamente admiro sua habilidade e a
exceléncia de sua regra, embora limitada, assim como a outra, na minha
opinido.” ?

Nesse caso, Huygens sugeriu que Leibniz compartilhasse seus calculos sobre as
curvas para que a comunidade cientifica tivesse acesso. Eram solu¢des de Equagdes
Diferenciais resolvidas pelo método das separaveis.

Como mencionado anteriormente, as correspondéncias eram escritas com forte
periodicidade. Em 20 de abril de 1691, Leibniz respondeu a Huygens de modo que expressou
sua satisfag@o pela solucdo alcancada e, em seguida, procurou esclarecer os questionamentos
levantados por Huygens. Esse ultimo havia expressado duvidas sobre a capacidade de uma
Equagdo Diferencial gerar tanto uma solugcdo geral quanto solugdes particulares. Esse
questionamento, nos dias de hoje, ¢ um conceito demonstrado e validado pela comunidade
cientifica.

Para sanar as duvidas de seu correspondente acerca da existéncia de varias linhas
que podem fornecer uma subtangente, Leibniz respondeu o seguinte, conforme Huygens
(1905, p. 83, tradugd@o nossa): “o senhor duvida do que eu disse, que existem varias linhas
que podem gerar a subtangente yyvaa — xx:ax, ¢ isso até lhe parece impossivel. No
entanto, aqui estd uma, cuja equacdo & xx = 2yy — ﬁy" —3aa” 3. Como pode ser
observado, o autor respondeu a essas duvidas apresentando um caso especifico com uma
equacdo que respaldava sua perspectiva, porque, se considerarmos ¢ = 2aa, teremos a
expressdo mencionada por Leibniz.

Mostramos preliminarmente que a equagéo (13) representada por

a* —a?x? = % y* — Cy? + C? apresenta a solugdo geral da Equacdo Diferencial ax dx =
yvaa — xxdy. Usaremos um caso particular que, de acordo com Leibniz (Huygens, 1905),

considerou ¢ = 2aa. Para isso, realizamos uma substituicdo na solugdo geral, obtendo a
expressao:

1
a* —a’x? = Zy“ — 2aay? + (2aa)?

2 “Vous obligeriez aussi le public en produisant vostre methode des quadratures dont vous venez de donner un si
Jjoli echantillon dans la courbe que je vous avois proposée, scavoir2aaxx o aayy — y*, ouj'admire certes vostre
adresse et l'excellence de vostre regle, quoique limitée aussi bien que l'autre, comme je crois.” (Huygens, 1905,
p. 56).

3 “Ce que j'avais dit, c'est qu'il y a plusieurs lignes qui peuvent donner la tangente yyJaa — xx: ax, et méme cela
vous semble impossible. En voici cependant une, dont l'équation est xx = 2yy — ﬁy“ — 3aa” (Huygens, 1905,

p. 83).
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Colocando toda a expressdo na notagdo mais usual, temos:
4221 4 2,2 2y2
a* —a“x =Zy —2a°y* + (2a°)
o N - 1
Que ¢ equivalente a expressio: a* — a’x? = Zy‘* —2a%y? + 4a*
1
Operando termos semelhantes, —a®x? = Zy‘* —2a%y? + 3a*

Multiplicando a expressdo por — a—12,

1
x? =2y%— Wy“ — 3a?

Como podemos observar, Leibniz estava correto ao apresentar a equagdo (18)
como uma solugdo particular da Equacdo Diferencial contestada, pois era mais uma
expressdo que a satisfazia. Vale lembrar que eles fizeram parte da época em que o Calculo
Diferencial e Integral foi desenvolvido, por isso, as cartas explicitavam tantos
questionamentos acerca das demonstragdes realizadas, além do refinamento de conceitos
matematicos.

Posteriormente, Leibniz fez uma corregéo pontual referente ao equivoco escrito na
carta de 02/03/1691, e afirma que diz respeito a “aaxx = a* — x* , que lhe enviei, percebo

4
que nos meus rascunhos estd aaxx = a* — yj ; (isto é, 4aaxx = 4a* — y*), o que nfio havia

notado quando escrevi”. Nesse caso, ele enviou uma equacao faltando informagoes, cuja

expressdo correta foi apresentada na carta de 20/04/1691, na escrita da expressdo em que a
4

curva correta é aaxx = a* — yT que ¢ uma solugdo particular da equacao

dx _y*(4a® —y?)

dy 2aax

Observe que a equagdo (19) possui um modelo semelhante ao da Equagdo
Diferencial (3). Devido as similaridades, em relagao a problematica da carta que se referia as
possibilidades de uma equacdo gerar uma familia de curvas, e a maneira pela qual elas eram

. S, ~ . dx .
escritas, podemos separar suas variaveis e escrevé-la da seguinte forma o f(x)g(), cuja

solugdo € por meio de separacdo de variaveis.
Vale salientar que duvidaram da possibilidade de equacdes desse tipo gerarem
familias de curvas subtangentes (conforme mencionado por Leibniz no decorrer da carta).
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No momento, ele apresentou possiveis solugdes particulares para a equagdo mencionada;
porém, como sua solucdo ndo esta explicita, a fizemos para apreciacdo do/da leitor/a.
x _ y*(aa®-y?)

~ ~ d
Trazendo a equagdo para a notagdo atual, temos: 2 2a%x

Por conseguinte, resolveremos a Equagdo Diferencial pelo método das separaveis.
Fazendo a separacio de variaveis, temos: 2a’x dx = y?(4a? — y?)dy .

Para iniciar a resolugdo da Equacdo Diferencial, podemos utilizar o método da
substituicio simples, ou multiplicar y? pela expressio para aplicar no segundo membro.
Escolhemos a segunda opgdo, cuja solugdo ¢ a integracdo de um polindmio, ficando:

2a%x dx = (4a’y? — yH)dy

Aplicando a integral em ambos os membros da Equag¢do Diferencial:
f 2ax dx = J (4a%y? — yHdy

2 3 5
Integrando, temos: 2a? % = 4q? y? - y? +C

L N 4 5
Simplificando a expressdo: a’x? = S a%y® — y? +C

20402 _~2
Portanto, a solug¢do geral da Equagdo Diferencial % =Y ¢a-y) que Leibniz

2a2x

. . ~ o . 4
enviou para Huygens com a intengdo de justificar as subtangentes geradas é a®x? = 3 a’y’® —

5
y A . S .
-t C. Pode-se observar que, para resolvé-la, precisamos separar as variaveis e depois

integra-las para ser solucionada. Toda essa discussdo foi benéfica ao desenvolvimento
matematico do século XVII, porque os questionamentos sobre curvas contribuiram para o
pensamento criativo desses estudiosos, pois Leibniz e Huygens estavam envolvidos em
discussdes matematicas e cientificas.

O processo criativo aconteceu quando eles abordaram a resolucdo de problemas
matematicos e a exploragdo de equagdes para encontrar solugdes. Isso envolve a geragdo de
hipoteses, a experimentacdo com equagdes ¢ a busca por solugdes que atendam aos critérios
especificos dos problemas discutidos.

Adicionalmente, a correspondéncia aborda a problematica da quadratura de
curvas, envolvendo a discussdo sobre a quadratura do circulo e elipse. Paralelamente,
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explorou questdes cientificas, como a declinagdo do magnetismo, e demonstra a grande valia
da exposi¢@o de Huygens sobre os principios da refracao.

Nas quatro cartas citadas no presente trabalho, observamos um diadlogo intelectual
colaborativo que abrange tematicas matematicas, cientificas e histdricas. Leibniz e Huygens
compartilharam problemas, solu¢des e teorias, demonstrando um compromisso com a
exploracdo do conhecimento e a resolugdo de problemas. Suas discussdes englobam uma
variedade de tdpicos, desde Equagdes Diferenciais, quadratura de curvas, até questdes
cientificas, como a refra¢do da luz e a declinagdo do magnetismo. Essas correspondéncias
revelam apreco pela pesquisa e o pensamento criativo que caracterizaram esses dois
pesquisadores.

As tematicas das cartas eram discutidas e detalhadas para que o destinatario
pudesse fazer suas colocacdes e, muitas vezes, compartilhar com outros colegas interessados
no assunto. A titulo de exemplificacdo, Leibniz tratava o assunto por meio de cartas com
Huygens que, por sua vez, discutia com Newton e Fatio. Do outro lado, os irmaos Bernoulli
também estavam cientes de muitas praticas de Leibniz. Diante disso, o conhecimento
matematico avangou naquele periodo, com a participagdo de varias maos que se empenharam
para fazé-lo.

A seguir, apresentamos a discussdo sobre o artigo publicado por Jakob Bernoulli na
Acta Eruditorum de 1690, no qual resolveu analiticamente o problema do movimento
pendular.

Discussio epistemologica e matematica da Acta Eruditorum de 1690

Um outro instante em que os pesquisadores recorreram ao conhecimento do Calculo
Infinitesimal para solucionar Equacdes Diferenciais ocorreu quando Jakob Bernoulli (1655—
1705), matematico suico de uma familia de estudiosos na area, utilizou o método das
separaveis para demonstrar a solug@o analitica do problema do movimento de um péndulo,
que Huygens ja havia apresentado a comunidade cientifica de forma geométrica.

Esse evento encontra-se documentado na Acta Eruditorum de maio de 1690, onde
Bernoulli (1690, p. 217) divulgou as analises em um artigo que recebeu um titulo especifico:

“J.B*. Andlise dos problemas antes citados, propostos para determinar a
curva de descida a ser percorrida por um corpo pesado uniformemente, de
modo que em intervalos de tempo iguais sejam percorridas altitudes iguais,
e também a solucdo de outro problema proposto”.” (Acta Eruditorum,
1690, p. 217, tradugdo nossa)

Como evidenciado no titulo do artigo, Jakob Bernoulli declarou que responderia
ao problema do movimento pendular. De fato, o autor iniciou o artigo afirmando que
Huygens apresentou uma solu¢do mais basica, que nds entendemos que se remeteu a forma

4 J. B. escrito no titulo do artigo significa Jakob Bernoulli.

5 “J.B. Analysis Problematis Antehac Propositi de inventione linece descensus a corpore gravipercurrenda
uniformiter, sic ut temporibus equalibus equales altitudines emetiatur: & alterius cujusdam Problematis
Propositorio”.
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geométrica, e afirmou sua intencdo de abordar de maneira mais detalhada por meio do
Calculo Diferencial (Acta Eruditorum, 1690).

Na ocasido, Bernoulli explicou geometricamente o texto, de maneira que a forma
analitica se faga presente durante a demonstra¢do. Analisemos a Figura 2, a seguir:

Figura 2 — Movimento pendular descrito por Jakob Bernoulli.

Fonte: Adaptado de Acta Eruditorum (1690, p. 218).
A Figura 2 apresenta a pagina em que Jakob Bernoulli esbogou geometricamente

o movimento pendular para fazer as demonstragdes algébricas necessarias. A parte destacada
representa o movimento estudado que pode ser apreciado com mais detalhes na Figura 3.
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Figura 3 — Ampliagao da Figura 2.

Fonte: Nascimento (2024, p. 105), adaptado de Acta Eruditorum (1690, p. 218).

A Figura 3 apresenta duas imagens que foram ampliadas e formatadas da Fig. 1
que foi ilustrada anteriormente na Figura 2. Pode-se destacar que a imagem 1 trata sobre a
zona de interesse para essa discussdo acerca do movimento pendular, em que evidencia a
curva apresentada por Bernoulli. A segunda imagem foi gerada por meio da utilizagdo do
software livre GeoGebra — ferramenta conhecida atualmente na comunidade académica para
a representagdo grafica de conceitos matematicos. Como ele engloba funcionalidades de
geometria, algebra e calculo, decidimos representar uma imagem mais destacada da curva
ABHG, que esboca o movimento pendular, para melhor visualizag@o do trago da imagem 2.

Em seguida, temos a Figura 4, que aborda o recorte de um trecho da referida Acta
Eruditorum, em que Jakob Bernoulli apresentou parte do calculo que solucionou o problema.
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q.¢.a.
dval CG=a
O] =
AE=x
= bb .aadxqlasdyg|ad

EH=7] dyq  Jdyy/bby—al=dxy¥
Esgo & homm Integralia. xquantug, lp-ﬂlf_li’ Yhby—al=x
1bb

HL. HF :GG. P y:: bbdyq.aadzqp
d dxq.pd
Y-V deqpdyq:aaydrgy. 7qnb,‘" il e

=4 9 jasdyg,
CG.EH:GMq.GPq ‘hbyiyq—a‘iyst

Traducdo nossa (2023) O que se quer HL.HF::GC.GP a.y::bbdyq.aadxq +
demonstrar. dy.Jdxq + dvq aadyq,
Considere: S 3
aa (@xq ¥+ Ay bbydyq = a*dxq + a°dyq,
CG = a o dyq bbydyq — a’dyq = a®dxq,
GM=b CG.EH:: GMq.GPq dy\/bby — a® = dxJa®
AE = x aadqx + aadyq
a.y it bb. —————
EH =Y dyq
As integrais sdo iguais a M‘/bby —ad =x

Figura 4 — Descri¢do matematica do Movimento Pendular.

Fonte: Nascimento (2024, p. 105), adaptado de Acta Eruditorum (1690, p. 218).

A Figura 4 aponta um trecho de Nascimento (2024, p. 105) pagina 218 do referido
artigo, com o registro de trés partes de expressoes algébricas. Como pode ser observado na
imagem 1, duas colunas apresentaram as possiveis substituicdes matematicas que serdo
utilizadas para anunciar a Equacdo Diferencial que consta na coluna 3, cuja solucdo foi
explicitada na ultima linha da imagem. A imagem 2 foi elaborada para que o/a leitor/a aprecie
as relagdes matematicas existentes no manuscrito, de maneira traduzida; porém, deixamos a
notacdo utilizada no original.

Jakob Bernoulli fez manipulag¢des algébricas e geométricas até chegar na Equagao
Diferencial que representa o movimento pendular. Ele descreveu o movimento de um objeto
langado, a partir do ponto A, definido na curva formada por ABHG. Em suas consideragdes,
adotou os segmentos de reta: CG=a,GM=b, AE =x, EH = Y, g o incremento, dx
variacdo de x e dy variacdo de y. A1ém do mais, GP // HN, HL.HF = CG.GP. Apos essas

ponderagdes, iniciou as dedugdes nas quais comparou os produtos das propor¢des entre os
segmentos de retas CG.EH :: GMq. GPq, com isso, substituindo as devidas representacdes,
apresentou a expressio:
aadxq + aadyq

a.y :: bb. q
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. p2 a?dxq+a®dyq

B dyq

Diante de algumas manipulagdes algébricas, Jakob chegou a Equagao Diferencial:
b%ydyq = a®dxq + a3dyq

Trazida a notagdo mais usual, temos a.y :

Isolando as variaveis em seus respectivos membros, temos: b2ydyq — a>dyq = a3dxq
Ele aplicou a raiz quadrada em ambos os lados da equagdo. Porém, pelo fato de
dy e dx serem representacdes infinitesimais, o autor preservou fora das raizes. Desse modo,

gerou a Equagdo Diferencial:
J(b%2y —ad)dy = addx

Tal equagdo modelou o movimento pendular descrito por Huygens, apresentando
outra maneira de resolvé-lo. Dessa vez, utilizando o Célculo Diferencial e Integral do qual
tinha conhecimento e estava em pleno desenvolvimento no século XVII.

Uma observacdo acerca da Equacdo Diferencial (30) trata do que conhecemos
atualmente como variaveis, pois estdo isoladas em cada membro, ou seja, a variavel y no
primeiro e a x no segundo. Isso mostra que o método de resolucdo utilizado para a resolver
¢ a separacdo de variaveis, ou das separaveis.

Na etapa inicial do processo, ¢ necessario aferir que as incognitas estdo isoladas.
Em seguida, analisar a técnica de integragdo a ser utilizada. Nesse caso, sera a substituigdo
de varidveis no primeiro membro e, no segundo, basta integrar dx, pois Va3 é constante em
relagdo a variavel x.

Para o primeiro membro, consideremos u = b%y — a3, portanto du = b?dy. Isolando

dy, gera a expressdo: dy = %.

Substituindo o primeiro membro por fatores em funcdo de u e du, obtemos a
equacao:

%f \/ﬂdu=f Ja3dx

. . 1 1
Que pode ser reescrita da seguinte forma: Ff uzdu= [ Vaddx

Para encontrar a soluc@o geral, basta integrar ambos os membros da igualdade, o
primeiro em relagdo a u e o segundo em relagdo a x.

1 u§+1
ﬁ1—=\/a3x+c
>+1

3
. 1 uz
Organizando, temos: ok vadx +c

2
Que pode ser escrita, por meio da multiplicagdo e divisdo de fragdes:
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—uzg \/_x+c

T . ~ . 2
Fazendo a multiplicagdo de fragdes, chegamos na equagao: m\/lﬁ =+vadx+c

. . R N .y e . 2
Em seguida, ¢ necessario retornar a variavel inicial, yw/ b2y —ad)® =+va3x+c
Apos algumas simplificagdes utilizando a propriedade da radiciagdo, alcangamos

o resultado:
2(b%y — a?
% /(be — a3 — Ia3x +c

Podemos reduzir ainda mais a expressdo, por meio da divisdo de fragdes:

- =) =[x+

3

Diante da solucdo encontrada, Jakob supés que Z =y — Z—b
3
Trazendo para a notagdo atual: Z = y — a—

Fez as substituicdes necessarias em (40). EZ J(b?Z) = Vadx
Elevou ao quadrado os membros da equagao: ( (3 ) = (Va3 x)
Utilizando a propriedade da potenciagio: %Z 2(b2Z) = a3x?

Finalizando a expressdo com a multiplicagdo dos termos semelhantes, temos:

32%2 = a3x2

9a3x?
4b?

Apos esse processo, Bernoulli isolou Z3: Z3 =

Na parte final do artigo, Bernoulli explicou que fez as consideragdes da equagio
(43) para verificar se 0 movimento AB seria perpendicular em relagdo a A ¢ AC e BR, como
podemos averiguar em Acta Eruditorum (1690, p. 219, traducdo nossa):

w . _ad .
Portanto, tracada uma perpendicular AB = 7 a partir de A. E tragcada

a linha BR paralela a linha AC a partir do vértice B, com o eixo BR e o

3
lado reto Z;;lz de EAB. Descreva-se a curva paraboloide BHG de tal
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natureza que um solido do lado reto seja igual a um quadrado na abscissa,
aplicado a um cubo com a aresta tx. Essa é a questdo proposta.”

Com essas especulagdes, Bernoulli verificou que o objeto ao descer pela curva
BHG, percorre alturas iguais em intervalos de tempo iguais e, se a velocidade adquirida em
B continuar descendo uniformemente através de BS; nesse caso, é evidente que, em um
tempo duas vezes maior, move-se a mesma distancia que ¢ percorrida pelo movimento
uniformemente acelerado a partir do repouso. Portanto, se BS for considerado o dobro de
AB, consequentemente, o tempo de descida através de BH ap6s AB ¢ igual ao tempo através
de AB.

Como pode ser observado, Jakob chegou em uma Equagdo Diferencial que foi
resolvida pelo método das separaveis, pois integrou ambos os membros e chegou a solucdo
do problema. Nele, utilizou-se do conhecimento matematico em Equacdes Diferenciais para
resolver um problema que, até aquele momento, supunha-se sua resolucdo geométrica.

Com esse conhecimento gerado por meio da modelagem de uma Equacdo
Diferencial, foi comprovado que o periodo de oscilagdo do péndulo independe da amplitude
do movimento, pois é constante, mostrando que ha isocronismo. Os pesquisadores que se
debrucaram sobre o problema, conseguiram criar relogios mais precisos com a medigdo do
tempo de maneira mais consistente e confiavel, tornando os relégios de péndulo uma
tecnologia relevante a época.

Enfim, o processo criativo fez-se presente, pois percebeu-se que a solugdo
geométrica feita por Huygens poderia ter um olhar diferente daquele inicial, pois havia
conhecimento matematico suficiente para fazer investigacdes e suposi¢does capazes de
formular representacdes criativas. De fato, tais averiguacdes geraram novos conhecimentos
matematicos, resolvendo problemas em aberto, e, em seguida, ap6s a solugo, surgiram mais
questionamentos para que a tematica pudesse se desenvolver.

Na analise acerca do método das separaveis, explicitamos e comentamos
conteudos de correspondéncias realizadas entre Huygens e Leibniz, além da Acta Eruditorum
escrita por Jakob Bernoulli. A vista disso, apresentamos o pensamento criativo dos
pesquisadores. Sintetizando o que se discutiu nesta se¢do, pode-se afirmar que exploramos
os aportes significativos de Huygens, Jakob Bernoulli ¢ Leibniz, estudiosos que contribuiram
para o desenvolvimento desse campo.

Consideracoes Finais
Este artigo buscou evidenciar como o desenvolvimento das Equagdes Diferenciais,

particularmente o método das separaveis, ocorreu em um contexto historico e cientifico que
envolveu diversas trocas intelectuais entre pesquisadores da época, como Leibniz, Huygens

3
¢ “Quare demissa ex A perpendiculari AB = a—z ductaque BR parallelaipsi AC li vertice B, axe BR & latere recto
b

9a3
4b?
aequetur cubo applicato tx, habetur quaesitum” (Acta Eruditorum, 1690, p. 219).

9 . . . . . .
seu ZAB’ describatur Curva Paraboloidica BHG ejus naturce, ut solidum ex latere recto in Quadratum abscissae
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e Jakob Bernoulli, a partir das correspondéncias comprovadas, bem como dos documentos
do periddico Acta Eruditorum.

Através de uma analise historica e epistemoldgica, foi possivel perceber que a
matematica da época ndo era um conhecimento estatico, e ainda ¢ um conhecimento em
permanente transformag@o e inovagdo de conhecimento que ¢ desenvolvida por meio de
debates, ajustes e refinamentos continuos. Esse processo promoveu o desenvolvimento das
Equagdes Diferenciais, além de percepgdes acerca do processo criativo.
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